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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА 


Теория вариационных неравенств возникла сравнительно недавно, 
однако за последнее десятилетие она привлекла внимание очень 
многих исследователей. Ныне эта теория переживает период бур- 
ного и интенсивного развития. 

Простейшая содержательная модельная задача, которая при- 
водит к вариационным неравенствам, — это задача о кратчайшем 
пути, соединяющем две заданные точки на плоскости и обходящем 
некоторые препятствия. Этот кратчайший путь распадается на две 
части: на участки прямолинейного движения, где он подходит 
к препятствию или сходит с него, и участки, где приходится идти 
по границе препятствия. 

В теории вариационных неравенств исследуются многомерные обо- 
бщения такого рода проблем минимизации. Функция, доставляющая 
минимум в многомерной задаче, также имеет, вообще говоря, участки 
примыкания к границе, а вне таких участков она удовлетворяет 
некоторому уравнению с частными — производными — уравнению 
Эйлера соответствующей вариационной проблемы. Таким образом, 
дело сводится к решению уравнения с частными производными 
со свободной границей, ибо граница области примыкания заранее 
неизвестна. Такие ситуации характерны для многих проблем физики 
и механики. Множество приложений задачи со свободной границей 
находят в инженерном деле — при расчете плотин, двигателей и 
разнообразных механизмов. Теория вариационных неравенств для 
многих проблем такого рода (как правило, тех, где так или иначе 
присутствует выпуклость) дает общую методику их решения. Эта 
теория создавалась на стыке многих актуальных областей — вариа- 
ционного исчисления, выпуклого анализа, теории уравнений с част- 
ными производными, комплексного анализа и других. В итоге воз- 
никла содержательная и глубокая теория, имеющая разнообразные 
приложения к естественным наукам и к технике. 

Книга, предлагаемая вниманию читателя, принадлежит перу вид- 
ных ученых, внесших значительный вклад в развитие теории. Она 
задумана авторами как учебник и рассчитана на широкую аудито- 
рию. Это — одно из первых изложений теории вариационных нера- 
венств на русском языке, содержащее основы теории и доходящее 
до самых современных проблем. К сожалению, авторы книги не 
всегда воздают должное советским математикам, внесшим большой 
вклад в развитие вариационных неравенств. Думаю, что книга может 
оказаться полезной для математиков, механиков, физиков и инжене- 
ров, интересующихся теоретическими проблемами и приложениями 
теории уравнений с частными производными. 

Перевод первых пяти глав осуществлен Г. Г. Магарил-Ильяевым, 
овтальные три главы перевел А. В. Фурсиков. 

В. М. Тихомиров 


Questo volume é dedicato alla memoria 
del nostro diletto amico e collega Ne- 
stor Riviere п 


ПРЕДИСЛОВИЕ 


Стремительное развитие теории вариационных неравенств и пло- 
дотворность ее приложений убедили нас в том, что необходимо напи- 
сать введение в эту область математики. Настоящая книга — наша 
попытка осуществить такой замысел. Надеюсь, что она окажется 
полезной и поучительной. Общая структура книги была нам ясна 
уже в июле 1976 г., и мы были уверены, что полностью завершим 
работу над ней в августе или сентябре. Наши прогнозы, касающи- 
еся сроков, оказались слишком оптимистическими, но тем не менее 
труд закончен и отвечает первоначальному замыслу. 

Многие главы книги возникли в результате обработки курсов 
лекций, прочитанных авторами в Высшей нормальной школе в Пизе, 
университетах Парижа и Миннесоты, в Колеж де Франс, Институте 
Миттаг-Леффлера и Северозападном университете. Несколько пред- 
ложений о возможном использовании книги в лекционных курсах 
содержатся во введении. 

Жизни и деятельности покойного Гвидо Стампаккья посвящена 
работа Ж. Л. Лионса и Э. Мадженеса в Beollettino della Unione 
Matematica Italiana 15 (1978), 715—756. 

Я хочу выразить глубокую благодарность нашим многочислен- 
ным друзьям и коллегам, которые оказывали нам большую помощь 
в течение этих лет, и прежде всего г-же Саре Стампаккья, без 
внимания и поддержки которой мы не смогли бы приступить к осу- 
ществлению задуманного, а мне не довелось бы завершить эту работу. 

Особенно я хочу поблагодарить Х. Брезиса за многочисленные 
полезные обсуждения и постоянный интерес к нашей работе. На раз- 
ных этапах написания книги болыную помощь, нам оказывали С. Мац- 
mone, М. Крендалл и JI. Шефтер. Всех их я искренне благодарю. 
Наконец, мне хотелось бы поблагодарить М. B. Артци и Б. Томпсона 
за внимательное прочтение рукописи. 


Рончи и Миннеаполис 
1976—1979 


') Книра посвящаетея памяти нашего дорогого друга и коллеги Невтора Ривь- 
ере, 


СПИСОК ОБОЗНАЧЕНИЙ 


ОБЩИЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 


RY —esxangoso N-mepxoe пространство (произведение № экземпляров действитель- 
ной прямой RR) 


С^’— комплексное М№-мерное пространство (произведение N экземпляров комплекс- 
ной плоскости () 


x= (ху, о Хм)» у= (9, ‘ony Ум) и т. д. —координаты в RY 


KY =X 9p PX y =X Y=(X, у) —скалярное произведение в RY 
N 1/2 

|x| = [5 я — длина хер^ 
1 


В, (х) —открытый шар радиуса / с центром x = RY 

Q — открытое (обычно ограниченное и связное) подмножество в RY 

00 —граница © 

9=0|]00 —замыкание Q 

int U=U — внутренность И 

зирр и— носитель функции и— наименьшее замкнутое множество, вне которого 


“i= 
Ou/Ox; —частная eee ae OYHKUMH и по x; (используются также обозначе- 
ния: и, , Ou или и | 
xp 6) у) 


их = гад = (их, sony uy y) 
N 
© = (Clty ..., Lay)» 9; 20 целые, — мультииндекс порядка [14| = У) 0; 


д arn д дм 
Пн —— VI TG pes fas Fy Ot 
Оби = ——... ant за исключением гл. VI, где Оби =(— i) ах. “Тау 
1 1 
Ox, Oxy Ox, Ox N 
dx = dX, ... dx, — лебегова мера в RY 
Е 
A= У, 0?/0x? — оператор Лапласа, или лапласиан 
т | 
{.. .)—билинейная форма, приводящая в двойственность (действительное) бана- 


хово пространство У и его двойственное И’; (+, +): V’'xV—>R 
| : Га 


8 Список обозначений 


N 
ав; = >) а: — соглашение о суммировании: по повторяющимся индексам 
= производится суммирование в пределах их изменения; 
обычно |1 <i, |< М 


N 
agn= У» аи, 
i, j=! 


ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 


С (9) (С (Q)) — пространство функций, непрерывных в © (9) 


Ст (0) (C™ ^ (0)) — пространство функций, т раз непрерывно дифференцируемых 
| в О (т-я производная которых удовлетворяет условию Гёль- 
дера с показателем A); см. гл. II, § 4 


Ст (0) (C™ ^ (9)) —совокупность функций из Ст (9), которые т раз непрерывно 


дифференцируемы в некоторой окрестности © (и т-я производ-. 
ная которых удовлетворяет условию Гёльдера с показателем A) 

[5 (9) — пространство измеримых по Лебегу функций и на ©, для кото- 
рых 


lacy | ere) ee (1 <s<oo) 


L® (©) — пространство измеримых по Лебегу функций и на ©, которые ограничены 
в существенном: 


(4 |, (о) = НМ [и | = М п. в. в 9} 


H™ $ (9), Ho” ° (9), Нт (9), Ну’ (9), Н-т (9) — пространства Соболева; см. 
гл. II, § 4 
Н\ос (9) —совокупность функций из АД! (©), где ©’ <= @ —ограниченное подмноже- 
ство и 9’ Q 
G' (2) — пространство обобщенных функций на &. 
_ [2 (0, T; Н$ (0, Ю)) —см. гл. VIII, § 1 


ВВЕДЕНИЕ 


В этой книге, которая задумана как учебник, мы излагаем 
основы теории вариационных неравенств и задач со свободной гра- 
ницей, а также приводим несколько выразительных примеров 
приложения этих теорий. Нами сделана попытка приспособить книгу 
к широкой аудитории, и именно с этой целью первые несколько 
параграфов каждой главы написаны в расчете на любого заинтере- 
сованного читателя, включая экономистов, i и других 
наших научных коллег. 

В книге отражен современный взгляд на теорию вариационных 
неравенств и методы их решения. Проработка ее позволит читателю 
подойти к самым последним достижениям в этой области. 

В принципе наше изложение обращено к читателю, знакомому 
с теорией уравнений с частными производными, но вместе с тем 
одна из целей книги — как раз пробудить интерес к изучению этой 
теории. 

Описание необходимых предварительных сведений и некоторые 
советы по использованию книги в качестве учебника приведены 
_в конце этого введения. 

Обсудим прежде всего (на элементарном уровне) вопрос о том, 
как возникают вариационные неравенства и отвечающие им задачи 
CO свободной границей. Это позволит очертить предмет наших иссле- 
дований. Начнем с обсуждения нескольких примеров, не давая 
точных определений. 


Пример 1. Пусть /—гладкая действительная функция, опреде- 
ленная на отрезке / =[а, 6], и мы хотим найти точку хо её Г, в кото- 
рой [ (хо) = min/(x). Возможны три случая: 

ХЕ! 


(i) если а х-<Ь, то Г (%)=0 
(ii) если Xp» =a, то | (хо) =0; 
(iii) если х==Ь, то Г (xo) <0. 
Все они могут быть объединены одним соотношением: 
Ё (х) (х— х)=0 yrel, 
которое мы и будем называть вариационным неравенством. 
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Пример 2. Пусть /-— raaqkan функция, определенная Ha замкну- 
том выпуклом подмножестве К евклидова /Л№-мерного пространства 
RY, и пусть х = К — такая точка, что ] (хо) = пп] (х). Поскольку 


К выпукло, для любого хе К отрезок {(1—й) to + £x|0 <t<l} ле- 
жит в К. Рассмотрим функцию 
O (t) =f (xo +t(x—xo)), Oxt<l. 
Она достигает минимума при ¢=0Q, и поэтому, как в примере 1, 
©’ (0) = grad } (хо) (х — х) =0 ухЕК. 


Таким образом, точка хо = К удовлетворяет вариационному нера- 
венству 
огаа f (хо) (Хх — Хх) =0 ухеЕК. 


Если К ограничено, то существование по крайней мере одной такой 
точки Хо очевидно. 


Пример 3. Пусть @ CRY — ограниченная область с границей dQ 
и ^— такая функция на ® =0@ (00, что max ф=0 иф=< 0 на OQ, 
| Е. | 


Положим | 
К={=С'(9) о =ф в Qu v=0 на OQ}. 


Это выпуклое множество. Допустим, что оно не пусто. Будем искать 
функцию ие К, для которой 


\| gradu ? dx = min \ | сгаао ах. 
о ЕК о 


Если такая функция и существует, то рассуждаем так же, как 
в предыдущем примере, используя снова выпуклость К. Для каж- 
дого ое К отрезок {u+f(v—u)|O</<1} лежит в К, и, следо- 
вательно, функция 


M(t) = \ [эта (и-Н (о — и)) ах, 0<#=<1, 
| 2 | 


достигает своего минимума в точке [=0. Это означает, что 
Ф’ (0) =0, и мы приходим к вариационному неравенству 


\gradugrad(v—u)dx>0 уоеК. 
о 


В данной задаче появляется множество /= {хе О |и (x)= (x)}, 
которое называется множеством примыкания, или коинцидентным 
множеством *), Наличие коинцидентного множества отличает реше- 
ние вариационного неравенства от решения граничной задачи. 


1) В оригинале «set of coincidence, — Прил. перев. 


Введение 11 


Функцию и можно интерпретировать как ординату положения 
равновесия — тонкой мембраны, находящейся поверх ‘ тела 
{(x, хм-1) | Хм Sp (xX), x ] OQ} и закрепленной вдоль границы OQ, 
т.е. и(х) =0, x HAQ 


Пример 4. Пусть, как и выше, 4 — ограниченное открытое мно- 


жество, а qi, ~?, Ay, Ae, |, 2 — некоторые гладкие функции на ©, 
причем $! < $?. Рассмотрим выпуклое множество пар функций 


К = {0 = (0\, 0?) | 91 < 0? в ©, и =ф! на OQ, и = С1(0), i=1, 2}. 
Будем искать среди них такую функцию и, что 
» | {grad и grad (v! — и) + Ayu! (v! — и) dx > 


то 
=» \Ё(о-—шах york. 
9 


i 


Это функция, на которой достигает минимума функционал 


АО зу \ {| grad v! |? +A, write 2 \ fyv' dx. 


i 


Решение uw =(u', и?) можно интерпретировать как положение 
равновесия двух мембран, находящихся под действием сил и не име- 
ющих возможности проходить друг через дру, Коинцидентное 
множество в данном случае имеет вид 


[= {x = Q| ut (x) =u? (x)}. 


Пример 5. Пусть @ и К те же, что и в примере 3. Нас инте- 
ресует функция иеК, график которой обладает минимальной 
поверхностью среди всех функций из К, т. е. 


(\V 1+ |graduPtdx=min \УТ- | вгад о ах. 
Q vEK go 


Соответствующее вариационное неравенство записывается так: 


{as grad (© — и) 4—0 цо«ЕК. 
У 1- | вга4 и |? 

Первые два из рассмотренных примеров относятся к минимиза- 
ции функции конечного числа переменных и могут быть решены 
средствами анализа. Остальные примеры аналогичны задачам вари- 
ационного исчисления, поскольку они связаны с минимизацией 
функционалов, определенных на подмножествах бесконечномерных 
пространств. 

Задачи вариационного исчисления обычно формулируются в узких 
классах функций, в которых они, вообще говоря, не имеют реше- 
ния. Сейчас хорошо известно, что эта трудность преодолевается 
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расширением класса допустимых функций до некоторого подмно- 
жества в подходящем пространстве Соболева или в более общем про- 
странстве обобщенных функций. В нашем случае существование 
решений в примерах 3 и 4 легко доказать, исходя, по существу, 
из свойств оператора проектирования на замкнутое выпуклое мно- 
жество в гильбертовом пространстве. Пример 5 на первый взгляд 
кажется более сложным, поскольку здесь мы имеем дело с нере- 
флексивным банаховым пространством. Однако в данном случае 
возможен другой подход к вопросу существования решения. Он 
состоит в установлении соответствующих априорных оценок. 

Общая проблема существования решения изучается в первых 
трех главах книги. Глава I посвящена вариационным неравенствам 
в КУ и родственному вопросу о неподвижных точках отображений. 
В гл. П исследуются вариационные неравенства в гильбертовом 
пространстве, включая неравенства, рассмотренные в примерах 3 
и 4. В приложениях к гл. II изложены основные свойства 
пространств Соболева, а также доказательство регулярности реше- 
ния уравнения второго порядка с ограниченными измеримыми коэф- 
фициентами. Более общие теоремы существования рассматриваются 
в гл. ПГ. | 

Поскольку мы понимаем решение в слабом смысле, перед нами 
встают проблемы регулярности, т. е. исследование гладкости такого 
решения. Стоит отметить при этом, что эти проблемы для вариаци- 
онных неравенств отличаются от аналогичных проблем в теории 
граничных задач. В последней теории чем более гладкими предпо- 
лагаются данные задачи, тем более гладким, вообще говоря, явля- 
ется ее решение. В вариационных неравенствах ситуация иная. 
Ограничения, определяющие выпуклое множество, могут препятство- 
вать регулярности решения, допуская гладкость лишь до опреде- 
ленного предела, который нельзя превзойти, какой бы гладкостью 
ни обладали данные задачи. 

Типичным примером такой ситуации является «задача с препят- 
ствием» (пример 3). В этом случае, несмотря на гладкость препят- 
ствия ф, можно утверждать лишь, что первые производные решения 
непрерывны, а вторые производные ограничены (но не непрерывны). 
Это явление можно наблюдать даже в одномерной задаче. Исследо- 
ванию подобных вопросов посвящена гл. ТУ. 

Итак, наличие препятствия влечет за собой ограничение на глад- 
кость решения и, как мы отмечали в примере 3, приводит к появ- 
лению коинцидентного множества [. Последнее не произвольно, так 
как определяется вариационным условием примера 3. На самом 
деле мы увидим, что решение исходной задачи есть также решение 
уравнения Лапласа с данными Коши на границе OJ множества J. 
Это предполагает, что OJ обладает некоторыми дополнительными 
свойствами. Множество O/ называется «свободной границей». Этот 
круг вопросов (главным образом в двумерном случае) обсуждается 
в гл. У. Доказывается, например, что если Q выпукло, a ф — ана- 
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литическая строго вогнутая функция, то 01 — аналитическая жорда- 
нова кривая. 

Более общие задачи со свободной границей в пространствах произ- 
вольной размерности рассматриваются в гл. VI, Здесь вводится 
понятие преобразования годографа (или частичного преобразования 
годографа), которое позволяет выпрямить свободную границу, но при- 
водит к необходимости работать с существенно нелинейными ypaBHe- 
ниями. Такой подход пригоден не во всех случаях. Действительно, 
решая этим способом пример 4, мы пришли бы к исследованию 
эллиптической системы, неизвестные которой определены на разных 
сторонах свободной границы. Мы описываем данную ситуацию и, 
кроме того, развиваем теорию эллиптических уравнений и систем 
с коэрцитивными граничными условиями. Из многих вопросов, кото- 
рые могут быть изучены в рамках указанных здесь подходов, назовем 
задачу об удержании плазмы и эллиптические уравнения с совпада- 
ющими данными Коши на гиперповерхности. 

Последние две главы (УП и УП!) посвящены применению вари- 
ационных неравенств к некоторым задачам физики и техники. Здесь 
рассмотрены задачи о смазке подшипника, фильтрации жидкости 
через пористую перегородку и обтекания жидкостью заданного 
профиля. Задача фильтрации исследуется и в трехмерной ситуации, 
что, в частности, приводит к необходимости изучения свободной 
границы в высших размерностях. В гл. УПТ обсуждается задача 
Стефана. 

Мы часто ссылаемся на отдельные результаты теории дифферен- 
циальных уравнений в частных производных и других разделов 
анализа. Часть этих результатов включена непосредственно в текст 
книги. Это $ 4 и приложение гл. Il, приложение гл. IV, § 3 гл. VI 
и др. Другую часть составляют результаты, легко доступные, как 
нам кажется, не только специалистам по теории дифференциальных 
уравнений (например, классический принцип максимума, лемма 
Хопфа о граничной точке, неравенства Кальдерона — Зигмунда). 
На такие факты мы ссылаемся как на известные либо формулируем 
их без доказательства. В удобном для наших целей виде они изло- 
жены в книгах Куранта и Гильберта [1] («Методы математической 
физики», т. Il) и Берса и др. [1] («Уравнения с частными производ- 
ными»). Более широкое освещение этих вопросов можно найти 
в монографиях Морри [1] и Лионса и Мадженеса [1]. В указанных 
источниках содержатся, в частности, необходимые результаты элли- 
птической теории регулярности. Мы сожалеем, что не смогли дать 
полное изложение этого материала. | 

От читателя не требуется никаких предварительных знаний 
по вариационным неравенствам, но упомянем несколько работ, 
появившихся в последние годы, к которым можно обращаться 
за дополнительной информацией и справками исторического харак- 
тера: Байокки [2, 3, 4], Байокки и Капело [1], Брезис [1, 3], Кин- 
дерлерер [5], Лионс [1], Дюво и Лионс [1], Мадженес [1] и Стам- 
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паккья [3, 4, 5]. В библиографии читатель найдет дополнительные 
ссылки. | 

Наш опыт преподавания показал, что на основе гл. I, II, первой 
части гл. II] и первой части гл. [У можно построить односеместро- 
вый курс теории вариационных неравенств. Полезно включить 
в него первое приложение к гл. Il. Если курс служит еще и введе- 
нием в теорию эллиптических уравнений с ограниченными измери- 
мыми коэффициентами, то можно добавить приложения В, Сир 
к гл. I]. Если интерес направлен на изучение задач со свободной 
границей, дополнительный материал можно взять из гл. У и VI 
или, если акцент делается на приложения, из гл. УП. 


Глава | 


ВАРИАЦИОННЫЕ НЕРАВЕНСТВА В RY 


1. НЕПОДВИЖНЫЕ ТОЧКИ 


Теоремы о неподвижных точках позволяют решать многие задачи 
нелинейного анализа. Пусть Ё: А-> А — отображение множества A 
в себя. Элемент хе А называется неподвижной точкой F, если 
Е (х) =х. Другими словами, неподвижные точки отображения F —это 
решения уравнения F (x) =x. Первая теорема о неподвижных точках, 
называемая принципом сжимающих отображений, является абстракт- 
ным вариантом метода Пикара последовательных приближений. | 

Пусть $ — метрическое пространство с метрикой 4. 


Определение 1.1. Отображение F: $ -> $ называется сжимающих, 
если для некоторого a, О<а< 1, 


d(F (x), F(y))<ad(x, у), х уе5. (1.1) 


Если допускается и &==1, то отображение F называется нерастяги- 
вающим. 


Сформулируем принцип сжимающих отображений. 


Теорема 1.2. Пусть $ — полное метрическое пространство и 
Е; $ —=5 — сжимающее отображение. Тогда у Е существует единст- 
венная неподвижная точка. 


Отметим, что для нерастягивающих отображений эта теорема, 
вообще говоря, неверна. Примером может служить сдвиг на прямой, 
он не имеет неподвижных точек. | 

Следующая фундаментальная теорема принадлежит Брауэру. 
В настоящее время существует много ее доказательств, основанных 
на идеях, связанных с самыми различными разделами математики. 
Формулировка теоремы очень проста. Обозначим через КМ действи- 
тельное евклидово пространство размерности N >1. 


Теорема 1.3 (Брауэр). Пусть Е — непрерывное отображение замкну- 
того шара Xx CR в себя. Тогда у Е существует по крайней мере 
одна неподвижная точка. 


Доказательства теорем 1.2 и 1.3 содержатся во многих книгах 
(см., например, Масси [1]). Отметим, что в теореме Брауэра шар > 
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может быть заменен любым компактным выпуклым подмножеством RN, 
Установление этого факта — одна из целей следующего параграфа. 


2. СВОЙСТВА ПРОЕКЦИИ НА ВЫПУКЛОЕ МНОЖЕСТВО 


В данном параграфе будут изучены свойства проекции на выпук- 
лое множество в действительном гильбертовом пространстве Н. Именно 
эта общая ситуация будет полезна нам в дальнейшем. Приводимые 
здесь доказательства не связаны с размерностью Н, и поэтому всюду 
можно читать RX вместо H. 


Лемма 2.1. Пусть К — замкнутое выпуклое подмножество гиль- 
бертова пространства Н. Тогда для каждого x GH существует 
единственная точка у = К, такая что 


|x—y|= inf |x—y]. (2.1) 
nek 


Замечание 2.2. Точка у, удовлетворяющая (2.1), называется npo- 
екцией x на К. При этом мы пишем у== Ргкх. 


Отметим, что Ргкх=х для всех xe K. 


Доказательство леммы. Пусть yn, @ К — минимизирующая после- 
довательность, т.е. 


lim [и -х|=4= inf |1 -— |. (2.2) 
Е со nek 


По правилу параллелограмма 
[УР УЁ=2Р-2УР, х yeH 


(которое является элементарным следствием свойств скалярного про- 
изведения в Н), получаем, что 


Ine— = 2х — 2—4 (и). (2.3) 
Поскольку К выпукло, > (e+) К и поэтому P<| x—5(Me+n,)| 
Следовательно, 

[а — МиР = 2х — ще -2[х— т 447, 
и из (2.2) вытекает, что lim |n,—n,|=—0. 
к, йо 


, 


Так как Н полно, существует элемент y@K, такой что 
lim yn,=y. Кроме того, |x—y|= lim |[х—ч» |= 4. 
К > со k—-o 


Для доказательства единственности проекции достаточно только 
заметить, что после подстановки в. (2.3) вместо Ny и 1» любых двух 
элементов у, И’ К, удовлетворяющих (2.1), получим 


ly—y' P=2|x—yP+2|x—y P—4|x—Fyty')[ < 4—4 =0, 


откуда следует, что у=у’. 


2. Свойства проекции на ebinyxnrce множество 1 


Продолжим изучение свойств проекции. 


Теорема 2.3. Пусть К — замкнутое выпуклое подмножество гиль- 
бертова пространства Н. Тогда у=Ргкх в том и только в том 
случае, когда 


(у, пт- у) =(х, пт-у утек. (2.4) 

Доказательство. Пусть x @ H и у=Ргкх. Поскольку К выпукло, 
и потому вследствие (2.1) функция 

OD (t)=|x-—y—t(y—-y)P=|x-—yP—2x—y, n-y) +P УР 
достигает минимума в точке {=0. Это означает, что M’ (0) >0, т. e. 
(x—y, yn—y)<O при всех HEK, или (у, пт- у) =(х, ч- и) при 
всех nE K. | 

С другой стороны, если уе К и (у, т- и) == (х, т- у) npn nEK, 
то 

О= (ух, (их) + (ху) = м -уР- (ух, тп-х). 
Следовательно, |и—х | =—< (у—х, n—x)<|y—x||yn—x] un тем самым 
[у—х|<|1—х! упе^. В 


Следствие 2.4. Пусть К — замкнутое выпуклое подмножество гиль- 
бертова пространства Н. Тогда оператор Ргк нерастягивающий, 
т. е. 


|Prex—Prex’|<|x—x’| yx, x GH (2.5) 
(и, следовательно, непрерывный). 
Доказательство. Пусть x, x’ ЕН и у=Ргкх, у’ =Ргкх’. Тогда 
(у, т-/) > (х, пт-у) =wnek, 
(у, ч-у) = (хх, n-y’) WneK. 


Положим |=’ в первом неравенстве и |= во втором. Складывая 
затем эти неравенства, получим 


[У-УР=(-У, Уфу) <= (хх, уу) S| x— x’ |] y—y'], 
или [у—у’|<|х—х'|. 8 
Отметим, что заодно нами получено другое доказательство един- 
ственности проекции. 


В заключение этого параграфа докажем теорему Брауэра для. 
компактных выпуклых множеств. 


Теорема 2.5 (Брауэр). Пусть К CRY — компактное выпуклое мно- 
жество и Е: К —> К — непрерывное отображение. Тогда у Е cywecm- 
вует неподвижная точкд, | = 
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Доказательство. Пусть & — замкнутый шар BR’, такой что К <». 
Согласно следствию 2.4, оператор Ргк непрерывен. Следовательно, 
отображение ЁР-Ргк: » —Кс- >» непрерывно и переводит 2 в себя. 
Тогда по теореме 1.3 у него есть неподвижная точка х, т.е. Fe Pre х= 
=х = К. Но Ргкх=х, и поэтому F(x)=x. 9. 


3. ПЕРВАЯ ТЕОРЕМА 0 ВАРИАЦИОННЫХ НЕРАВЕНСТВАХ 


При изучении вариационных неравенств часто приходится иметь 
дело с отображениями Ё линейного пространства Х (или выпуклого 
подмножества К c X) в. двойственное пространство Х’. С этим мы 
столкнемся, например, в гл. Ши ПГ. Напомним, что двойственным 
пространством (Ю№)’к RY является пространство всех линейных 
форм а: КМ >В, х—>«‹а, x) на ЮМ. Тем самым мы имеем билинейное 
отображение 


(R¥)’XRY—+R, а, х— (а, x), 


которое и приводит (Ю^)’и RY в двойственность. Ясно, что всегда 
можно отождествить (Ю^)”’с RY, сопоставляя, например, элементу 
а & (R¥)’ вектор ла @R%, такой что (a, x) = (ла, x). Возможны раз- 
личные способы отождествления (RY)’ с RY, а также различные 
билинейные формы, приводящие эти пространства в двойственность, 
но мы всегда будем считать, что 


(а, х) = (ла, x), aE (RY, xe kR, 


где л: (R¥)’ М — указанное отождествление и (., -) — скалярное 
произведение на RY. Функцию Р: RY >(R)’ называем непрерывной, 
если непрерывна каждая из функций F,(x), ..., Ем (х) в соотноше- 


нии (F(x), у) == (лЁ (x), и) = DF y(x)y; Читатель может проверить, 
7 | 
что это эквивалентно обычному определению непрерывности. 


Теорема 3.1. Пусть К CRN — компактное выпуклое множество и 
Е: К —(R)’ — непрерывное отображение. Тогда существует хе К, 
такое что 


(F(x), y—x)S0 Wek. (3.1) 

Доказательство. Равносильное утверждение заключается в том, 

что 
Ях ЕК: (x, y—x)S(x—anF (x), у-х) ууеК. 
Отображение Ргк.(Г—лР): KK, где Г[х=х, непрерывно и, следо- 
вательно, по теореме 2.5 у него есть неподвижная точка x & К, т. е. 
х=Ргк (1 —лР)х. По теореме 2.3 | 
(x, у—х) = (х—лЕ(х), у-х) ууеЕК. В 

Следствие 3.2. Пусть х — решение неравенства (3.1), принадлежа- 

wee внутренности К множества К. Тогда Е (х) =0, 
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Доказательство. Если x &@ К, то точки у—х описывают окрест- 
ность начала, когда у пробегает К, т.е. для любого & = RY найдутся 
Е = 0 иуе К, такие что & =8(у—х). Следовательно, 


(F(x), ®==<Е(х), у-х)=0 уЕеМ, 
и поэтому ЁР (х) =0. § 


Определение 3.3. Пусть К — выпуклое подмножество RY и хе ОК. 
Гиперплоскость 


(a, y—x)=0, ae (R¥)/\ {0}, 
называется опорной к К, если (a, y—x)>O0 при всех xe К. 


Следствие 3.4. [Тусть x— решение (3.1) и хедК. Тогда если 
элемент ЕЁ (х) ==0, то он определяет опорную гиперплоскость к К. 


Действительно, аффинная функция f[(y)=<(F (x), y—x) неотрица- 
тельна при всех уе К. | 


4. ВАРИАЦИОННЫЕ НЕРАВЕНСТВА 


Рассмотрим следующую задачу. 


Задача 4.1. Пусть даны выпуклое замкнутое множество К в RN 
и непрерывное отображение Е: К — (Ю№)’. Требуется найти 


xek: (F(x), y-xy>0 week. 


‚Если К ограничено, то существование решения задачи 4.1 дока- 
зано в предыдущем параграфе. Однако в общем случае данная задача 
не всегда имеет решение. Например, при К =f у неравенства 


f(x)(y—x)>0 yyeR 


нет решения, если f(x)=e*. Следующая теорема дает необходимое 
и достаточное условие существования решения задачи 4.1. Для дан- 
ного выпуклого множества К положим Кр=К[Ур, где Хр — замк- 
нутый шар в RY радиуса R с центром в нуле. Возвращаясь к нашему 
отображению Р: К — (Ю№)’, заметим, что по предыдущей теореме при 
всяком Кр=-(р найдется по крайней мере один элемент 


хе Кю: (F (Xp), у—хю) SO yy Se Rap. (4.1) 


Теорема 4.2. Пусть К CRY замкнуто и выпукло и Е: К + (R%)’ -- 
непрерывное отображение. Тогда для существования решения задачи 4.1 
необходимо и достаточно, чтобы для некоторого Ю >> 0 решение (4.1) 
Xp ЕКр удовлетворяло условию 


[хе |< Ю. (4.2) 


Доказательство. Ясно, что если х— решение задачи 4.1, то х 
является и решением (4.1), как только |х| < Ю. 
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Предположим теперь, что для Xr = Kp справедливо (4.2). Тогда 
хк — решение задачи 4.1. Действительно, так как |хр| < Ю, To для 
каждого y@K найдется такое &>0, что ш=хь- г (у—хь) Кр. 
Следовательно, © 

хх ЕК К: OSE (Xp), и —хю) =e (F (Xe), ух) ууеК. 
Это и значит, что хр — решение задачи 4.1. 9 


Из доказанной теоремы можно вывести много достаточных усло- 
вий существования решения. Мы сформулируем одно из них, кото- 
poe окажется полезным в дальнейшем и приведет к понятию коэр- 
цитивности. 


Следствие 4.3. Пусть отображение Е: К — (ЮМ)’ удовлетворяет 
условию 
(F (x) —F (x0), х— №) 


Е — со при |x|—-oo, хХЕК, (4.3) 


для некоторого х. ЕК. Тогда существует решение задачи 4.1. 


Доказательство. Пусть H>|F (%)| и В >| х| таковы, что 
(F (x) —F (%), хх) >= Н х-—ж| при |х| = Ю, ХЕК. 


Тогда 
(F(x), хх) => H|x—Xo|+¢F (%), х— хо) SH |x—xo|— 
—|F (Xo) [х— |= (Н —|F (xo) |) (х| — 1х) > 9 при |[х| К. (4.4) 
Если теперь хр = Кр — решение (4.1), то 
(F (Xz), XR — №) = — (F (XR), Xo — Xr) < 0 

и, следовательно, в силу (4.4), |хр|< К. В 

Вообще говоря, вариационное неравенство может иметь много 
‚ решений. Однако существует естественное условие, гарантирующее 


единственность. Предположим, что x, x’ ЕК — два различных реше- 
ния задачи 4.1. Тогда 


(F(x), y-x)>0 werk, 
(F(x), y-x)S0 ууЕК. 


Подставляя в первое неравенство у=х’, во второе у=х и затем 
складывая их, получим (Ё (х) —Е(х’), x—x’)<0. Таким образом, 
естественное условие единственности решения заключается в том, что 


(F (x) —F (x’), х-х’)>0 yx, х ЕК, xx’. (4.5) 


Отметим, что это условие и условия следствия 4.3 будут полезны 
при изучении бесконечномерной задачи. Приведем два определения. 


Определение 4.4. Условие (4.3) следствия 4.3 будем называть 
условием коэрцитивности. 
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Определение 4.5. По аналогии с (4.5) назовем отображение F: 
К —(R%)’ монотонным, если 


(F (х)-Е(х’), хх’) >=0 yx, x ЕК, 


и строго монотонным, если равенство возможно только при х=х’, 
т. е. когда справедливо (4.5). 


В качестве приложения понятия строго монотонного отображе- 
ния сформулируем следующее 


Предложение 4.6. Пусть К, CRY — замкнутое выпуклое мно- 
жество и Е: К: (ЮМ)’ — непрерывное строго монотонное отобра- 
жение. Пусть, далее, К. < К. замкнуто и выпукло. Предположим, 
что существуют Хх ЕК), j=1, 2, такие что 


(F (xj), у-х)>=0 ууеК, ]=1, 2. 


Тогда (i) если F (хз) =0, mo х1 = Хэ; 

(ii) если F (х2) 50 и 5х2, то ОО (Е (%2), Y —X2) = 
= 0 отделяет x, om Kg"). 

Доказательство оставляем в качестве упражнения. 


5. НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ, 
ПРИВОДЯЩИЕ К ВАРИАЦИОННЫМ НЕРАВЕНСТВАМ 


В этом параграфе мы коснемся лишь некоторых элементарных 
задач, связанных с вариационными неравенствами. В частности, 
обсудим взаимосвязи между выпуклыми функциями и монотонными 
операторами. Здесь мы стандартно отождествляем RY и (Ю№)’. Пусть 
[= С'(К), Кс ВМ — замкнутое выпуклое множество и F(x) == 


= grad} (x). 


Предложение 5.1. Пусть существует x = К, такое что f(x) = 
= шш [ (у). Тогда x — решение вариационного неравенства 
уЕК 


(F(x), y—x)>0 yyek 
(см. пример 2 во введении). 


Доказательство. Если уеЕК, то z=x+t(y—x)eK при 0< 
<t<1, и поэтому функция g(t) =f(x+t(y—x)), O<t<1, дости- 
гает минимума в точке 1 =0. Следовательно, 


0<@q’ (0) = (5гаа f(x), y—x)=(F (x), y—x). № 


Для выпуклых функций f справедливо обратное утверждение. 


1) То есть (F (x2), y—*x2) =0> <Ё (хз), 1—2) при всех уе К.. — Прим. 
перев, 
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Предложение 5.2. Пусть | выпукла и 
хЕК! (F(x), у-х)>=0 Wek. 
Тогда f (x) = пш f(y). | 
у>ЕК 


Доказательство. Действительно, поскольку f выпукла, то 


f(y) =1(®) (Е (x), у-х) ууеК. 
Но (F(x), у-х)>0, так что { (и) =». 8 


Предложение 5.3. Пусть ECRY и f: Е>Р — непрерывно диф- 
ференцируемая выпуклая (строго выпуклая) функция. Тогда отобра- 
жение F(x)=gradf (x) монотонно (строго монотонно). 


Доказательство. Для любых x, х’еЁЕ имеем f(x) >f(x’) + 
+ (F (x’), x— x’) и f(x’) f(x) +(F (x), х—х). 


Складывая эти неравенства, получаем 
(Е (x’)—F (x), х-—х)—=0 yx, х GE. 


Следовательно, F монотонно. Доказательство того, что F строго 
монотонно, если } строго выпукла, аналогично. § | 


Однако не любой монотонный оператор является градиентом 
некоторой выпуклой функции. Вот, например, векторное поле, 
не являющееся градиентом никакой функции: 


Е (х) = (ж, х»--Ф (1)), x= (My хз) К. 


Здесь ф=2=0р— гладкая функция одного переменного x, ЕЮ, такая 
что | @ (x1) —@ (1) | <|жм-х!| при всех х!, xj GR. Вычисления 
показывают, что F — монотонный оператор: 


(Е (x) —F(x’), хх’) = 
= ((%1 — X1, X2 — 2 Ф (%1) —Ф (41)), (мар 1, № — 22)) = 
= [х—х’ P+ (x2 — x3) (ф (x1) — @ (41) = 
= |x — x! P —| x2 — x3 | |p (x1) — @ (x1) |= 
1 1 1 
S|x—x' | а — № В — 5 [Ф (1) —Ф (x1) 5 [хх 
Условия того, что данный монотонный оператор является гра- 
диентом некоторой выпуклой функции, подробно изучены Рокафел- 
ларом [1]. | 
В заключение этой главы упомянем задачу математического про- 


граммирования, которая может быть сведена к вариационному Hepa- 
венству. 


Дополнительная задача 5.4. Густь 


В = {х = (жа, ...у хм) ERY | x; = 0} 
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Seah radi _ 


(это замкнутое выпуклое подмножество RX) и Е: Ri. —> №. Требуется 
найти хо ер\, такое что F (хо) = Ри (F (xo), xo) =0. 


Теорема 5.5. Точка хо ЕР. есть решение задачи 5.4 в том и 
только в том случае, когда 


(F (хо), y—%0) =0 yy eR. 


_ Доказательство. Заметим сначала, что если х, — решение зада- 
чи 5.4, то (Ё (%), у) =0 для любого y eRy и тем самым 


(Р (хо), у — Xo) = (F (x0), y) —(F (Xo), хо) = (F (%), y) > 0. 


М 

Допустим теперь, что хо Е Р+ — решение вариационного нера- 

венства Тогда у=х-е;, где е;=(0, ..., 0, 1, 0,..., 0) (1 на 7-м 
месте), есть элемент RY и, следовательно, 


0 = (Р (Xo), хе; — хо) = (F (Xo), е;) = Fi (хо), 


т. е. Е (x) Е РУ. Поскольку у=Ое ВУ, то (Ё (Xo), хо) <0. Далее, 
Xo; F (x9) ERY, и потому (F (Xo), Хо) ==0, так что (Ё (х), хо) =0. № 


Комментарии и библиографические указания 


Характеризация проекции на выпуклое множество с помощью вариационного 
неравенства (см. $ 3) использовалась также Лионсом и Стампаккья [1]. Теорема 
3.1 доказана Хартманом и Стампаккья [1]. Другое доказательство, в предполо- 
жении что F монотонно, дано Браудером [1]. В приведенном нами доказатель- 
стве использованы некоторые упрощения, предложенные Брезисом. Теорему 4.2 
можно найти у Хартмана и Стампаккья [1] или у Стампаккья [4]. Условия 
следствия 4.3 часто использовались, начиная с работ Браудера [1, 2] и Минти [1, 2]. 

Взаимосвязи между выпуклыми функциями и вариационными неравенствами 
рассмотрены Рокафелларом [1] и Моро [1]. Последним автором было развито 
понятие субдифференциала (субградиента). 

Тот факт, что задача 5.4 может быть сведена к вариационному неравенству, 
был отмечен Карамардяном. Относительно связей между математическим програм- 


мированием и вариационными неравенствами в RY см. Манчино и Стампаккья [1]. 


Упражнения 


1. Докажите предложение 4.6. 

р 
2. Отображение F из RY в (RY )’ называется циклически монотонным, если 
для любого множества точек {хо, Xy; ..., Хи} (п произвольно) 


(Е (Xo), м— Xo) CF (1), X2— 4X1) «ee CF (хп), Xo — Xn) SO. 


Покажите, что РЁ (x)=gradf(x) циклически монотонно, если /—выпуклая 
функция класса Cl. 


3. (i) Выведите теорему Брауэра о ‘неподвижной точке из теоремы 3.1. 
(ii) Пусть Е — непрерывное отображение замкнутого шара *% <R в себя. 


Предположим, что для любого хе ОХ векторы x и F (x) имеют разные направ- 
ления, Тогда существует точка ху =», в которой F (%) =0. 
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(Доказательство. (i) Применяя теорему 3.1 к отображению [ —Ё, находим, что 
Ax ЕК: (Xo—F (%0), Ух) =0 ууеК. 
В силу условий теоремы 2.5, можно положить у==Р (хо) и, следовательно, F (хо) = 
БО По теореме 3.1 существует точка х ©», такая что (ЁР. (хо), у— хо) = 0 

при всех уе». Ho х € OX, так как иначе вектор F (хо) имел бы то же направ- 
ление, что и Xp. Таким образом, в силу следствия 3.2, F (хо) =0.] 
4. Сформулируйте и решите дополнительную задачу, когда F — непрерывное ото- 
бражение из RY в (RY)’. - 
5. Докажите лемму Кнастера — Куратовского — Мазуркевича: 

Пусть Х — произвольное множество в RY. Каждому x е Х сопоставим вамкну- 


moe множество F (x) в RY, так что 
(i) no крайней мере для одной точки х = Х множество Е (хо) компактно, 
(ii) выпуклая оболочка каждого конечного подмножества {ж, ...; хп} множе- 


п 
ства Х содержит-я в объединении U Е (x;). 


t=1 
Тогда () Е (x) = $. 


хЕХ 


[Доказательство. Поскольку множества F (x) ПР (хо) как замкнутые подмно- 
жества компакта компактны, для того чтобы доказать лемму, достаточно прове- 
рить, что семейство {F (x)} центрировано. Допустим противное, что существует 

k 
конечное множество точек X45 ..., Xp3 Таких что Г] Е (х;) = Ф. Пусть И; — допол- 
i=! 


хЕХ 


В. 
нение к F (х;); тогда UJ U;=R”. 
i=1 
Обозначим далее через {r); (x)} разбиение единицы в Р^, подчиненное покры- 
k 


тию {U;}, т.е. 0=1,; (x) <1, фе С°”, suppy, CU; и У, 4; (х) =1 для всех 
i=l 


k 
xeER. Рассмотрим отображение Ф, сопоставляющее x вектор Ф (x) = > wb; (x)x;. 
i=! 
Так как @ (x) содержится в выпуклой оболочке множества {х1, ..., Xp} —K, 
то Ф переводит К в себя. Следовательно, по теореме Брауэра (теорема 2.5) у Ф 
существует по крайней мере одна неподвижная точка ХК, Т. е. х= 
k 


Ра 


= ру 1; (x) х;. Меняя, если нужно, индексацию множеств U;, можно считать, 


i=1 
что для некоторого $, s<k 


_ [520, если [= $ 
thi (%) в 0, ecm i>s. 


Таким образом, X принадлежит выпуклой оболочке множества {X1, «oe Xs} и, 
следовательно, Х = U Е (x;), т.е. X GF (x;) для некоторого i<s. Это значит, 


1<$ 
что Хе U; и поэтому 1; (х) =0 при некотором {= $, что приводит к противоречию.] 


6. Пусть К — непустое выпуклое множество в Р^, состоящее более чем из одной 
точки Покажите, что существует целое число №, 0 < А — М, такое что К целиком 
расположено в К-мерном линейном многообразии в RY и имеет в этом много- 
образии внутренние точки. | 
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7. Рассмотрим собственную выпуклую функцию из РМ BR U {+ со}, т. е. такую 


выпуклую функцию |, которая не равна тождественно + со. Элемент х* & (RY)’ 
называют субградиентом f в точке х, если 


РЕ (х*, y—x) yyeR. 


Геометрически это условие означает, что график аффинной функции у- | (x) + 
+ (х*, у—х) является опорной гиперплоскостью к выпуклому множеству {(x, Л)еЕ 


=В^*1 | =}()} в точке (x, | (х)). Совокупность всех субградиентов х* функции 


f в точке x обозначается Of (x)!). Многозначное отображение Of: x» Of (x) = RY 
называется субдифференциалом /. 
у 
Многозначное отображение А из Ю^ в (R%)’ называется монотонным, если 


(Yi—Yos Ky — Xo) 0 ух, хер”, уу Ах, i=l, 2, 


где Ax обозначает образ (быть может, пустой) точки x. 

Собственная выпуклая функция f Ha Р^ достигает минимума в точке х тогда 
и только тогда, когда 0 & Of (x). 
8. Определим многозначное отображение у замкнутого выпуклого множества К = 

/ © / 

<R” в (R%)’, полагая y(x)=0, если хе К, их (х) ={а © (R®)’ | (а, y—x) = 
= 0 —опорная гиперплоскость к К}, если x GOK. Тогда решение вариационного 
неравенства (3.1) равносильно нахождению x © К, такого что F (x) & y (x). 


9. Пусть fis oo; м-—Ггладкие выпуклые функции Ha Р^, grad fi) 520, i= 
— 1; еооз п И 
К = {хе КМ || (4) < 0, l<i<n}, K#@. (P.1) 
п 


Покажите, что если ^,20, У! Ay>0, fy (ж) < 0 и А, (0) =0, 1<] = п, то 
j=! 


п 
|- > Ajgtad f7(Xo)s у} =0-опормя гиперплоскость к множеству К в точ. 
j=1 
Ke Xp. 
Пусть теперь F: К +p — непрерывное отображение и 
х = К: (F(x), у—ж)20 week. 


Если F (x9) >20, то (F (xo), у—хо) =0— опорная гиперплоскость к К В хо. Cae 
довательно, 


Е (xo) + У м grad |, (хо) = 0 
j=1 


для некоторого набора (Ay ..., An) ER. Если F (Xo) ==0, 10 Можно Положить 
Aj=0. Числа hy, ..., Аи называются множителями Лагранжа, а сам результат — 
условием Куна— Таккера. Итак, если К <= RY определено формулой (Р.1), Е: К -— 
—Р^ — непрерывное отображение и 


Хо Е К: (F (Xo); yr Xo) SO WERK, 


п 
_то Е (хо) >, A; grad f;(xo)==0, где Ху 20, |, (Xo) SO и А, (хо) =O, 1] = 1. 


j=! 


1) И называется субдифференциалом / в точке x.—//pum, перев. 


Глава iI 


ВАРИАЦИОННЫЕ НЕРАВЕНСТВА 
В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 


1. БИЛИНЕЙНЫЕ ФОРМЫ 


Многие интересные вопросы теории: вариационных неравенств 
можно выразить на языке билинейных форм в гильбертовых прост- 
ранствах. Этот подход является обобщением вариационной теории 
граничных задач‘для линейных эллиптических уравнений. 

Пусть Н — действительное гильбертово пространство и Н’— 
двойственное ему относительно билинейной формы 


(-, -): H’XH—-k, Бх>фх). 


Скалярное произведение и норму в Н обозначаем соответственно 
через (-, +) и |.|. 

Отображение а: НхН —Ю называется действительной билинейной 
формой на Н, если а непрерывно и линейно по каждому аргументу. 
Билинейная форма а симметрична, если 


а(и, 9) =а(9, и) Wu, ved. 


Каждый линейный непрерывный оператор A: Н->Н” определяет 
билинейную форму | 
a(u, 9) = (Аи, и). (1.1) 


Действительно, билинейность очевидна, а непрерывность следует 
из Toro, что |а(и, v)|<c|u||v| для некоторого с>0. Обратно, 
если дана билинейная форма а(и, Vv), то для каждого и отображе- 
ние о—>а(и, 9), о=Н, определяет линейный непрерывный функ- 
ционал на Н и, следовательно, существует линейный оператор 
А: Н—Н’, такой что справедлива формула (1.1). 


Определение 1.1. Билинейная форма a(u, 9) называется коэрци- 
тивной на Н, если существует такое >> 0, что 

a(v, v)SalvP yoed. (1.2) 

Для коэрцитивности а(и, 9) необходимо и достаточно, чтобы воот- 


ветствующее ей по формуле (1.1) отображение А было коэрцитивно 
в смысле гл. Г (определение 4,4). Очевидно, что коэрцитивная сим- 


2. Существование решения 27 


метричная билинейная форма а(и, 9) определяет норму (а (9, и))!/”? 
на Н, эквивалентную |9|. 
| Нас будет интересовать следующая 


Задача 1.2. Пусть К = Н-— замкнутое выпуклое множество и 
Г= РН’. Требуется найти 


иЕК: а(и, 9-и) =, чи) уЕК. (1.3) 


2. СУЩЕСТВОВАНИЕ РЕШЕНИЯ 


Теорема 2.1. //ycmb а(и, 9) — коэрцитивная билинейная форма 
на Н, Кс Н-— замкнутое выпуклое множество и {Е Н’. Тогда 
существует единственное решение задачи 1.2. Кроме того, отобра- 
жение |—и липшицево, т. е. если Uy и из — решения задачи 1.2, 
соответствующие fy и fe = H’, то 


[м1 — #2 | <= (1/а) [Ё (2.1) 


Заметим, что если К — подпространство в Н, то отображение 
f—u линейно. 


Доказательство. Покажем сначала, что справедлива формула (2.1). 
Пусть uy и К — решения задачи 1.2, соответствующие | и 
fo eG’, т. е. 


а(и, о—ш) > фр, U— и) yoe K; i=1, 2. 


Подставим 9 = и. в неравенство для Uy и U=Uy в неравенство для Us. 
Тогда после сложения получим 


а (и: — из, Uy — U2) = Ch —fe, Wy Us). 


Веледствие коэрцитивности а 


| ly — Ue P< (fi — fe, Ш и) S| fi — fella | — из], 


и тем самым (2.1) доказано '). 

Доказательство существования решения разобьем на несколько 
этапов. Предположим сначала, что форма а(и, 9) симметрична. 
Введем в рассмотрение функционал 


Г(и) =а(и, u)—2, и) wed. 
Пусть d= m4 (и). Так как 
аи — —2\ fle ии — (1) If ir ola P= — (1/2) If le, 


то d=>—(1/a)|f lz > —со. Выберем минимизирующую последова- 
тельность {u,} для Г в К так, чтобы d</ (u,)<d+1/n. Применяя 


1} В частности, доказана единственность решения. —/Лрим, перев, 
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правило параллелограмма и учитывая, что К выпукло, получим 
O ил — Ит |? <a (Ug — ит, Un —Um) = 
=2а (Un, Un) 2а (ит, и") — 4а(5. (и, ит), 5 (Un ии) ee 
= 21 (tn) +21 (Um) — 41 ($ (ив ии) <2 [(1/n) + (1/m)]. 
Bo втором равенстве мы воспользовались очевидным соотношением 


4 <, Un) +4 <}, ba) =8 + (Un+tm)) =0. 


Таким образом, {и„} — последовательность Коши, и, поскольку К 
замкнуто, она сходится к некоторому элементу ие К. Но тогда 
I (un) >I (и) и, следовательно, | (и) =а 

Пусть теперь о=К. Если О<8=—<1|, то ute(vu—uyEK и 
Г(и- = (9—и)) = Г(и). Это значит, что (4/48) Г(и- = (9—и)) |e-0 = 0, 
или а(и, о— и) = о-и. Так как 0U@K произвольно, то этим 
доказано существование решения в задаче 1.2 для случая симмет- 
ричной формы а (и, ц). 

Перейдем к рассмотрению общего случая. Для этого введем 
семейство билинейных форм 


= % (и, v)+tb(u, 9), Ox<t<l, 


где ао (и, 0) => (а (и, о) Ра (9, и)) и 6 (и, 0) = (а(и, 0) —а (9, u))— 
соответственно симметричная и антисимметричная части а, Очевидно, 
что а: (и, 9) =а(и, 9) и a (и, 9), O<S¢<1, коэрцитивна с той же 
самой константой &, что и а(и, у). 


Лемма 2.2. Если задача 1.2 разрешима для a,(u, 9) и всех 
[= Н’, то она разрешима и для а,(и, 9) при всех |= НУ’, где 
tx<t<t+tly, К <а/М и М=зчр (|6 (и, 9) Ли [о] <- 05. 


Доказательство. Пусть f = Н’. Определим отображение Т: НЯ —К, 


полагая u=Tw, где ие К — такой элемент, что а.(и, 9— и) = 
— (Рь 9— и) при всех = Ки 


(Fi, vy=(f, 0) —(E—t)b(w, v), teet<t+ho. 
Существование указанного и = К следует из предположений леммы, 


а его единственноеть доказана выше. 
Пусть и! =Тиал и из = То. Тогда по неравенству (2.1) 


| wy — из | < (11а) (¢ —t) М] ал — | < (№9) 5 М |, — oI. 


Поскольку fp)M/a<1, то Т —сжимающее отображение и, следова- 
тельно, по теореме 1.2 гл. 1, у него есть единетвенная неподвижная 
точка и. Подставляя теперь и вместо W, получим, что при 
tx<t<t+ to | 
а, (и, 9—и) >= Б9-и) yoak. 


Тем самым лемма доказана, 
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Для завершения доказательства теоремы остается только заметить, 
что так как задача 1.2 разрешима для симметричной формы аи (и, и), 
то после применения конечное число раз леммы 2.2 она окажется 
разрешимой и для формы а (и, 9). № 


Отметим, что доказательство теоремы 2.1, как и теоремы 3.1 
гл. [, сводится в конечном счете к рассмотрению некоторой задачи 
минимизации и применению теоремы о неподвижной точке. В случае 
когда К =H, теорема 2.1 переходит в лемму Лакса — Мильграма '), 
которая утверждает, что если а(и, 9) — билинейная коэрцитивная 
форма, то любой линейный функционал vu—(f, v) на Н может быть 
представлен этой формой при некотором и=ЕН. 


3$. СРЕЗКА 


Пусть ECR” измеримо по Лебегу, ф == [2 (Е) и 
К ={ч=[?(Б)|9—=.Ф п.в. в Е} CL?(E). 
Ясно, что К — выпуклое замкнутое множество. Определим скалярное 
произведение (и, v) на L?(£), полагая 


(u, v) = \ u(x) 0 (x) dx. 
E 


Очевидно, что это коэрцитивная билинейная форма на L?(E), 
По теореме 2.1 для каждой функции | = L?(£) существует единст- 
венная функция 


иЕК: и (о— и) dx > \ f(v —u) dx уч = К. | (3.1) 
E E 
Мы утверждаем, что и имеет вид 
p(x), f(*)<@(x)?), 
— 9 — i 
a en f (x)= 9 (2). Ее 


Действительно, согласно (3.2), 
(u(u—u)dx= | p(v—g)dx+ \ о-рахы 
E } { } 


{F<@ O<f 
=> | f(v-—gdx+ } о-ва, 
{F<} {9<f} 


так как v—-@>0 для любого ое К. Следовательно, 
(u(o—u)dx>\f(v—u)dx уеКкК 
В Е | 


и, таким образом, и — решение вариационного неравенства. 


1) См. Иосида К. Функциональный анализ. Пер. с англ. —М.: Мир, 1967, 
с, 137. — Прим. перев. , 
3) Это и есть срезка ({гипсайоп), —Прим, перев, 
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У читателя могут возникнуть вопросы, касающиеся гладкости 
решения задачи 1.2. В этой связи мы отметим здесь лишь один 
результат. 


Теорема 3.1. Пусть ФМ (М>=2)—открытое множество, 
2№М/(М-— 2) = р= со, ф, {Е Н№? (9) и K={veL?(Q)| 9=ф п. в. 
в 2}. _ огда решение и вариационного неравенства (3.1) принадлежит 

P (52). 

Доказательство этого утверждения содержится в приложении А. 
Определение пространств, НР (52) и их свойства приведены в сле- 
дующем параграфе. 


4. ПРОСТРАНСТВА СОБОЛЕВА И ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ 


В нашем подходе важную роль играют пространства Соболева, 
изучению которых посвящена обширная литература. Особенно часто 
мы будем ссылаться на книгу Морри [1], где эти пространства 
исследованы весьма глубоко. Свойства пространств Соболева, необ- 
ходимые для наших целей, собраны в приложении А к этой главе. 
В этом параграфе мы Лишь напоминаем некоторые определения, 
а затем в качестве приложения приводим формулировки ряда клас- 
сических граничных задач и показываем, как можно использовать 
теорему 2.1 для получения их слабых решений. 

Начнем с определений некоторых функциональных пространств. 


Определение 4.1. Пусть ® CRY — ограниченное открытое мно- 
жество с замыканием О и границей OQ. Обозначим через С* (©) про- 
странство всех Ё раз непрерывно дифференцируемых действительных 
функций на О, а через С*^ (9), 0<^-<1, — подпространство тех 
функций из С* (©), чьи производные порядка Ё непрерывны по Гёль- 
деру с показателем ^. Напомним, что и = Co ^ (0), или и непрерывна 
по Гёльдеру (идовлетворяет условию Гёльдера) с показателем /, в ©, 


если 
| u(x) —u (| 


ree, < + со. 


[и = sup 

хх’Е СО 

Функцию и, для которой это соотношение выполняется при А=1, 
будем называть липшицевой. 

Наборы © = (0, ..., Ay) неотрицательных целых чисел называют 
мультииндексами порядка |%|=о:-+...- ам =0. Для каждого a 
определен дифференциальный оператор 0“ = (0/dx,)"1...(0/Oxy) % 
порядка ||. Здесь (05/0) и=и, |=—<1=—<М. 


Определение 4.2. В линейном пространстве С” (9) введем норму 
[и т, 5 (9) = № | D*u | (Q)» | —=$ < 60°, (4.1) 


05 < | т 
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и обозначим через Н”,: (9) пополнение С” (9) по этой норме. Для 


сокращения записи обычно будем писать H™(Q) вместо Hm ? (92). 

Если предположить, что граница OQ липшицева, т. е. у каждой 
точки OQ существует такая окрестность U, что пи есть график 
некоторой липшицевой функции, то можно показать (см. Морри [1], 
который называет такие области «строго липшицевыми»), что 
иЕН", *() тогда и только тогда, когда ие= [5 (42) и найдется 
такая функция go = [5 (42), |a|<m, что 


и (x) D%E (x) dx =(—1)'#! Vga (x) 6) 4х убе Се (9. 
Q Q 


(oe) 
Здесь С. (6) — пространство всех бесконечно дифференцируемых 
функций на 6 в компактным носителем. 


Определение 4.3. Ну” * (©) — замыкание Cy (9) по норме (4.1). 


Определение 4.4. Н”, ® (0) —это класс функций из С” (0), 
производные которых порядка т—1 удовлетворяют в © условию 
Липшица. 


При определении пространств Н' $ (9) можно было бы вместо 
C1(Q) рассматривать С% ! (0) =H! ® (0), т. е пространство липши- 
цевых функций BQ. В этом нетрудно убедиться, если граница OQ 
липшицева. Действительно, пусть ие, ® (©); тогда и допускает 
продолжение до функции Йй из Ay > (М) (пространства липшицевых 
функций на RY в компактным носителем). Так как й можно аппрок- 


симировать в Hy ° (RY), 1 <$< со, гладкими функциями (например, 
соответствующими усреднениями), то и есть предел в Я} * (8) глад- 
ких функций на ©. Следовательно, C1(Q) <= A}: жи (0); 
| <$< со, и липшицевы функции плотны в FH! $(Q), 

В приведенном рассуждении липшицевость границы использова- 
лась только в одном месте, а именно при доказательстве сущест- 
вования продолжения й. Но по известному варианту теоремы Титце 
о продолжении функция иеН! ® (6) допускает продолжение до 
функции й = Hy” (RY) для любой ограниченной открытой области 
QcRY (см. например, книгу Стейна [1]). Следовательно, и для 
таких областей Н' ® (6) плотно в НЯ! $ (@), s<oo. 

Пусть снова граница OQ липшицева. Тогда если область QQ) 


такова, что ®@ <= QC Qo, то любую функцию u & И! °(9), 1 <s<oo, 
можно продолжить до функции й = Н+ (6%). Кроме того, если u>0 
п.в. в ©, то Йй—>0 п.в. BQ. 

По неравенству Пуанкаре существует такое число В>0, что 


(ах =В бах, CeHi(Q), 
Q Q 
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д д | 
где $4 = (65, veer м) = (Ge br ves их). Следовательно, | 5, [ау — 
норма в Ну (62), эквивалентная норме (4.1). Мы всегда будем считать, 
что 
Она» = [5 [12 a 


Пространства H™s(Q) и Н,’‘(9) при 1<$;<оо являются 


рефлексивными банаховыми пространствами, а Н” (9) и Ay (2) — 
гильбертовыми пространствами. 


Определение 4.5. Мы обозначаем пространство, двойственное 
к Hy” *(Q), через Н-т, (9), (1/5) - (1/5) =1, или просто через 
A-™ (62), если $=2. 


Элементы Н-№* (©) можно рассматривать как обобщенные про- 
изводные функций из f; ] LS (42); точнее говоря, если } Е Н-* $ (Q), 
то найдутся такие функции fo, fi, ...› fy GL (Q), что 


N 
«о-| fe -> iss} dx, teH!*(Q) 


Перейдем теперь к дальнейшим приложениям теоремы 2.1 — дока- 
зательству существования слабых решений в классических гранич- 
ных задачах для уравнения Лапласа. 


Задача Дирихле. ГЛисть f е= H-1(Q) ug G Н! (6). Гребуется найти 
такую функцию ие H'(Q), что 


— Ли=[в 9; u=g на 0%. (4.2) 


Когда f=fo, ви и-— гладкие функции, смысл задачи (4.2) поня- 
тен. Поясним, что значит слабое решение этой задачи. Предполагая 
достаточную гладкость всех функций, умножим обе части уравнения 


(4.2) на б=С. (4). Тогда после интегрирования по частям получим 
(и, Он: (Я) = ( Ux ox. dx = Vis dx. 


Q Q 


Здесь и в дальнейшем принимается следующее соглашение: по пов: 
торяющимся индексам производится суммирование. Заметим далее, 
что в общем случае мы можем придать лишь обобщенный смысл 
утверждению «u=g на OQ», поскольку утверждение «C=0 на OQ» 
имеет лишь обобщенный смысл, а именно что бе Ноь(42). Итак, 
ие Н! (62) называется слабым решением задачи (4.2), если 


fue dx=(f, 8) убеНь(®), u—g = Ah (Q). (4.3) 
Q 


Запишем теперь нашу задачу в виде вариационного неравенства. 
Рассмотрим для этого линейное многообразие М = М, = {9 = А! (Q)| 
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9 —сеНь (62)}. Тогда вопрос о нахождении слабого решения задачи 
Дирихле равносилен следующей задаче: 


Задача 4.6. Найти 


ueM: \ и, (офи), ах > ф о-и) yoeSM. 
Q 


Билинейная форма и, о— | Ux Ux, ах (являющаяся скалярным произ- 


Q 
ведением на /7)(Q2)), очевидно, He коэрцитивна на всем простран- 
стве Л? (62). Поэтому рассуждаем так. В силу тождества 


\ их (U — и), dx =  (и— 2), (и — и)», ах-- \ Bx, (0 — и), dx, 
о 


Q Q 


функция и будет решением задачи 4.6 в том и только TOM случае, 
если и =и — в — решение вариационного неравенства 


фшх (9— и); dx>(f, 9-ш— | ge, (U—U)z,dx. (4.4) 
Q Q | 
Но так как gy, =L?(Q), | <{=< М, то тем самым задача 4.6 равно- 
сильна нахождению функции 
we My (2): \ Wx, (C— W)x, ах > (Ё, C—w) vee Hi (52), (4.5) 
Q 
ге FeH-*(Q) определено соотношением (F, C)=(f, 6) — 


—\ 6х» ах. По теореме 2.1 существует решение и этой задачи. 

Q 
Ho тогда ясно, что u=w+g—pellenne задачи 4.6. 

Следующий более общий результат предлагается доказать чита- 
телю. Если а—билинейная коэрцитивная форма на Ну (9) и Kc 
< Н! (62) — такое замкнутое выпуклое множество, что К-—К = 
= {и чи, ve К} < Ну (6), то для любого | е= Н-" (8) 


quek: а(и, 9-и) >= фо-и) yore K. 


В задаче 4.6 (или см. ее другую формулировку (4.5)) в качестве 
выпуклого множества выступает все пространство Ну (6). Следова- 


тельно, 
(и, =, 0 уе Hi(Q), 


Q 


и, значит, W-+g=u—peumleHue (4.3). 
Более общая постановка задачи Дирихле заключается в нахожде- 
нии такого и, что 
—Autu=f в Q, 


u=g на OQ, 


Снова умножая здесь уравнение Ha функцию бе Со’ (Q) и выполняя 
интегрирование по частям, приходим к следующей задаче. 


О Заказ 864 
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Задача 4.7. Найти такую функцию ие M = {v & A} (%) 9 —ве 
= Но (52), что 


а(и, )=‹, усе Но (9), (4.6) 
где a(v, C)=\ и, 5, ах--^\ обах yo, = AQ). 
о Q 


Мы утверждаем, что форма a коэрцитивна на Ну (2), если A> — 1/В, 
где В — константа в неравенстве Пуанкаре. Действительно, для 
каждого t = (0, 1) 
a(v, v)=t\ vidx+(1—2)\ ах ^\ Pdx> 
Q Q о 


=! кв — +4] | v ах. 


Выберем теперь ¢ так, чтобы O<t<f[(1/B)+A]=1+ ВА; тогда 

a(v, v) = у li (©). Отсюда следует (как и в предыдущем случае), 

что существует единственное слабое решение задачи Дирихле. 
Далее будет рассмотрена 


Задача Неймана 4.8. В классической ситуации (когда dQ, |, в 
гладкие) требуется найти такую функцию и, что 


—Autdu=f в QQ, 
du/on=g на 0%, 
где д/дп — производная по направлению внешней нормали к OQ. 


Умножая уравнение на &=С!(9) и интегрируя по частям, 
получаем 
a(u, ©) =\ fEdx + | gldo, (4.7) 
до 


Q 


rye \Ках=\ Ux bx.dx-+-h | uf dx. 


Q Q Q 


Выбирая любое A>O и a=min(l, A), находим, что a(v, v)> 
=U [#1 (©). Однако если положить А=0, то форма a станет 
некоэрцитивной, и в этом случае задача Неймана не всегда имеет 
решение, а когда имеет, то необязательно единственное. 


Смешанная задача 4.9. Пусть 90 =0:0 (19.0 и 019 19:9 =Ф. 
Мы хотим найти такую функцию и, что 


—Authu=fe6 Q, 
и=0 на 00, du/on=0 на 92%. 


При ^>>0 оператор —A-+A приводит к коэрцитивной билиней- 
ной форме, как показано выше. При ^=0 форма еще остается 


(4.8) 
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коэрцитивной, если граница 0,2 достаточно большая, а именно такая, 
что гарантируется существование такого В >> 0, для которого 


ах В \ бах усе С® (0), &=0 на 0:09. 


Q Q 


Это выполняется, например, когда ©® — связная область с гладкой 
границей и 01 имеет непустую внутренность в OQ. 

В приведенных выше задачах рассматривались только их слабые 
решения. Возникает естественный вопрос: в каком смысле эти реше- 
ния соответствуют их классическим аналогам? Что касается задач 
Дирихле 4.6 и 4.7 и задачи Неймана 4.8, то их решения обладают 
той же гладкостью, что и данные соответствующих задач (Берс 
и др. [1]). Решение смешанной задачи, вообще говоря, удовлетво- 
ряет условию Гёльдера, а большая гладкость уже связана со спе- 
циальной согласованностью данных задачи. 

В этой связи сформулируем один точный результат о гладкости 
слабого решения задачи Дирихле. Он будет полезен при изучении 
задач с препятствиями, которое мы начнем в $ 6. 


Теорема 4.10. Пусть CRY — область с достаточно гладкой 
границей и 
ие Нь (32): —Au=f BQ. 


Тогда если + Н"’® (2), то ие H™+2, $ (%), | <s<oo. 
Выражение «— Au=f в ©» здесь означает, естественно, что 
бис: ах=\Юах ywoeCy (9). 


Q Q 


За доказательством этой теоремы мы отсылаем к книге Морри. 

В этом параграфе были рассмотрены билинейные коэрцитивные 
формы, причем (ради простоты изложения) только такие, которые 
связаны со специальным дифференциальным оператором второго 
порядка — А. 

В следующих параграфах мы будем иметь дело с более общими 
дифференциальными операторами второго порядка, а именно с диф- 
ференциальными операторами дивергентного типа, имеющими изме- 
римые ограниченные коэффициенты. 

Пусть функции ay = Г” (9), i, |=1,..., М, таковы, что 


(1/A) P<ay (x) Sop WG" УЕ = RY п. в. BQ (4.9) 
и A>1. Положим 
a(v, и) = \ ay (x) их, (x) Ux, (х) 4х, и, v= H*(Q), (4.10) 
Q 


Эта форма коэрцитивна на Ну ($2), поскольку 


2% 
rs 
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5. СЛАБЫЙ ПРИНЦИП МАКСИМУМА 


Начнем с обсуждения понятия неравенства в смысле Н! (4). 
Допустим, что ® — ограниченная связная область BR с границей 0%. 


Определение 5.1. Пусть ие H1(Q) и Е < 0. Будем говорить, что 
функция и неотрицательна на Е в смысле Н' (®), или, короче, и=0 
на Е в Н! (62), если существует такая последовательность Uy, & 
ЕН!, ® ($2), что 

и, (Хх) >00 ухеЕБ; U,—>u в F}(Q), (5.1) 


Если —u>0 на Ев Н! (8), то и неположительна на Е в Н\*(%), 
или, короче, и=< 0 на Е в Н! (42). Если же u>O un и=—< 0 на Ев 
FW! (Q), то будем говорить, что и=0 на Е в Н! (8). Подобным же 
образом мы говорим, что и=< и на Е в Н! (8), если о-и—0 на Е 
в Я! (2). Беря здесь в качестве и константу, приходим к следую- 
щему определению: 

| ири= М =Кш= М на Ев H}(Q)}. 


Отметим, что совокупность неотрицательных функций на Ес Q 
в f71(Q) образует замкнутый выпуклый конус в Н! (9). Поэтому, 
согласно теореме Банаха — Сакса !), достаточно требовать, чтобы 
и, —и слабо в Н! (6). 

Сравним введенное отношение > в H1(Q) с отношением > п.в.в®. 


Предложение 5.2. Пусть 2 CRY — ограниченная область, Ес 
ииЕН! (49). 

(i) Если и 0 на Ев Н' (8), то и=0 ип. в. в E. 

(ii) Если u>0 п. в.в ®, то u=0 на 9 в Н! (0). 

(iii) Если ие Ну() ии 0 п. в. в 2, то существует последо- 
вательность и„е= Hy ® (9), такая что и, —0в О ии, ив И: (©). 

(iv) Если Е открыто в ® и и=0 и. в.в Е, то и 0 на Кв 
F711 (Q) для любого компакта К < Е. 


Доказательство. (i) Пусть и„ — последовательность из определе- 
ния 5.1. Тогда, в частности, и„ и в [7 (52). Следовательно, суще- 
ствует подпоследовательность в И„, Которая сходится K ип.в.в®, 
и так как и, > 0, то и—=0 п. в. в Е 

(ii) Пусть v, = Я! °® (6) —такая последовательность, что „и 
в Н! (0) и п. в. в 9. По условию и=шах (и, 0) п. в. BQ, и мы 
имеем 


| max (vz, 0) — и] 12 (a) =| max (Uz, 0) — тах (и, 0) | 12 (2) = 
=, —и| 12 (о) ~0 при noo. 


| 1) См. Рисс Ф. и Секефальви-Надь Б. Лекции по функциональному анализу. 
Пер. с франц. —М.: Мир, 1979, с. 92. —Прим. перев. 
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Кроме того, } max (U,, O)gdx< \ Unx Ах < С, и поэтому из последова- 


тельности а (Un, 0) можно выделить слабо сходящуюся в Н! (09) 
последовательность, предел которой, очевидно, есть и. Так как 
тах (v,, 0)=0, то, согласно замечанию перед предложением 5.2, 
и —0 на QB 1 (О). 

(iii) Нужно взять 0, е Я} ® (42) и рассуждать совершенно анало- 
гично предыдущему случаю. 


(iv) Пусть К < Е -— компакт и функция rec, (R”) такова, что 


БЕТ в {x|dist(x, K)<}dist(RY\E, К)}, 
C=OBRY\E 


И 0—5 = <1. Пусть, далее, ф, — регуляризирующее семейство функ- 
ций с supp g, < В, (0). Положим 


Wn (xX) =и* фе (x)= | и(У) фе, (ху) dy, 
Pe, (0) 


где @n,)0 и &&<5 т dist (RY \ E, К). Ясно, что w,>0 на К. Если 
теперь и, & H!: > (Q) и, ив А! (6), то Un = Ма + (I — C) Uz, — HCKO- 
мая последовательность. 


Читатель, однако, не должен думать, что введенное выше новое 
отношение порядка сводится к сравнению функций п. в. В $ 6 введен- 
ный порядок будет использован для определения емкости множества, 
и мы увидим, что множество меры нуль (например, замкнутый интер- 
вал в р?) может иметь положительную емкость. Следующее утверж- 
дение иллюстрирует роль неравенств в смысле АН! (52) в слабом прин- 
ципе максимума. 


Предложение 5.3. Пусть и & Н! (2) — такая функция, что 


sup u=M=inf{meR|u<xm на 0Q в Н! (6)} <- оо. 


Тогда для любого > М имеем max(u—k, 0) =H} (Q) и max (u—k, 0)= 
на Q в Н! (6). 


Доказательство. Для того чтобы доказать включение тах (u—k, 0) Е 
= Но(°), достаточно найти такую последовательность VU, & Н! © (6), 
что U,—> тах (u—k, 0) слабо в Н! (8). 

Согласно предположениям, для каждого = >> 0 существует такая 


последовательность ий е С! (9), что R—un--+e>O0 на OQ и — и t+ 
+e—>k—u+es Н!1 (9) при п-> со. Выбирая здесь = 1/п и обозна- 


чая ии=и„, получаем, что Ё- (1/1) — и, > 0 на 08 ии, ив А! (©). 
Следовательно, липшицевы функции V, == тах (и„— (1/1) —Р, 0) имеют 
компактный носитель в ©. Кроме того (см. приложение А), 
а PA (u—k, 0) слабо в A}(Q), и тем самым max (u—k, 0) а 
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Наконец, заметим, что тах (и — К, 0) = 0 п. в. в Q и, таким обра- 
зом, max(u—k, 0) =0 на @ в AH(Q) по предложению 5.2 (ii). Jj 


Принцип максимума, о котором пойдет речь ниже, относится 
к уравнениям дивергентного типа с измеримыми ограниченными коэф- 
фициентами. Пусть функции ay = L™ (Q) таковы, что 


(1/A) 2 < а; (x) &&; = Л y&E&SRY п.в. BQ (5.2) 
и A>1. Положим 


а(и, о) = \ ay (x) Ux (x) Ox, (х) 4х, и, ое Н!(). 
о 


“Тогда определен оператор L: Нь(®)—Н-*(®), (Lu, 9) =а(и, 9), 
и, ие Н. (6). Мы часто будем писать, что 


[4 = — (0/0x;) (@ijUx.,) = H-1 (62). 
Нигде не предполагается, что (Qj) — симметричная матрица. Задача 
Дирихле для оператора Г, имеет единственное решение. Это уста- 


навливается с помощью теоремы 2.1, подобно тому как в задаче 4.6. 
Другими словами, справедлива 


Теорема 5.4. Пусть Lu = — (0/0x;) (QijUx,), где ay удовлетворяют 


(5.2). Тогда для каждых 9S Н! ($2) и [= H-1 (2) существует единст- 
венная функция 


ие Н! ($): [ш=рв Q, и=ф na OQ. 
Перейдем, наконец, к формулировке принципа максимума. 
Теорема 5.5. Пусть и == Н' (8) — решение задачи: 
Lu=0 6 Q, и=ф на OQ, 
где Lu = — (0/0x;) (Gijlt, )s функции а; удовлетворяют (5.2) up & Н!(®). 
Тогда |и [15 (о) <= sup | P|. 
Выражение sup || понимается в смысле H1(Q), Мы предполагаем, 


что оно конечно, так как в противном случае доказывать нечего. 


Доказательство. Достаточно показать, что и = зирф на QB А! (9). 


Действительно, если это доказано, TO, ок, d есть решение 

исходной задачи с граничным значением —ф, справедливо также и 

неравенство —и== sup (—q) Ha 2 B А! (8), и утверждение теоремы 
дя 


следует из предложения 5.2 (1). 
Согласно предложению 5.3, 6 = тах (и — М, 0) = Н} (©) и поэтому 


0 = a (u, С) == \ @уих bx, ах. (5.3) 
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Разобьем множество {2 на два подмножества {x | F(x) > 0} и {х| 5 (х)=0}. 
Так как (см. приложение А) 


Cx =0 п. в. в {x|C(x) =O}, Ox =их, п. в. в {х|6(х) > 0}, 


то отсюда вытекает, что Их, (x) Cx, (х) = Ce, (x) 5», (x) п. в. в ®. Под- 
ставляя это в (5.3), получим 


O=a(u, б) = азс» С, dx=a(l, 5) = 
Q 
= | = Clin. 
Q 


Следовательно, €=0 B Aj (2), и тем самым и — М <0 na © в Н! (9). & 


Отметим одно обобщение принципа максимума (доказательство 
см. в приложении В). Если и — решение задачи: 


[ш=Ёв ®, и=0 на 00, 


N N 

где f= fot У, (fi) Xi fk SLs (©), OSIN, то Ul, <Cy Dy files ca 
1 0 

при $> М. 


Определение 5.6. Функция ие Н! (62) называется суперрешением 
для L, или L-cyneppewenuem, если 


а(и, $) >0 усе Нь(9): 6>0 в ©. (5.4) 
Аналогично и есть [-субрешение, если 
а(и, )<0 уе Н,(®): 60 в 9. 


Для суперрешений справедлив принцип минимума. Его доказатель- 
ство (аналогичное доказательству 5.5) мы опускаем. 


Теорема 5.7. Пусть ие H'(Q) есть L-cyneppewenue. Тогда 
и (х) >= Ши п.в.в QQ, 
до 
_ Интересным свойством суперрешений является то, что если и и 


и— два [-суперрешения, то шш(и, 9) —снова суперрешение. Этот 
факт будет доказан в следующем параграфе. 


6. ЗАДАЧА С ПРЕПЯТСТВИЕМ. НАЧАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА 


_ В этом параграфе мы в основном рассматриваем задачу с пре- 
пятствием для уравнения Лапласа, но начать удобнее с более общего 
случая. Как и прежде, 2 < RY — ограниченная связная область с глад- 
кой границей 0% и функции а; = Г” (9) таковы, что 


(1/Л) 8 <ay (x) BR = Л VEER п. вв. = (6.1) 
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Положим 
а (и, 9) = ах (x) U(x) их, (х) 4х, и, о = Н\ (9), (6.2) 
Q 


и определим оператор Г: Нь (2) — Н-! ($2), полагая 
(Lu, 9) =а(и, 9), и, че Ну (9). 


Напомним, что если а;, = С! (©), то [4 (х) = — (d/dx;) (а; (х) Их, (х)), 
и Е С? (6), — эллиптический оператор в классическом смысле. 


Пусть феЕН! (2), p<O на OQ в Н! (@) и 
K =Ky={0 © Н: (9) |9 = на © в Н1 (9) 1). 
Заметим, что по предложению 5.2 ое=К тогда и только тогда, когда 
ve Aj (2) и оф п. в. BQ 
Задача 6.1. [Тусть f е= Н-* ($). Требуется найти 
uck: atu, v—u)>(f, vu—u) Yue. 
Теорема 6.2. Существует единственное решение задачи 6.1. 


Это сразу следует из теоремы 2.1, так как, в силу (6.1), а (ч, и) = 
> (1/A) lO lk: (a) при = Но (<), т.е. форма а коэрцитивна. 
Если а,=ал, то решение задачи 6.1 есть решение следующей 
задачи минимизации: 
min {a (9, v)—2(f, 0). (6.3) 
ЕК 


Приведем одно полезное свойство решения задачи 6.1. 


Определение 6.3. Будем говорить, что функция с = Н! (8) есть 
[. —]-суперрешение, если 


В частности, решение и задачи 6.1 евть L — {-суперрешение, поскольку 
и--беК для всех О<ё е Ну (8). 

В дальнейшем мы He различаем высказывания «и>0 на ® 
в H1(Q) и «и > 0 п. в. в ©» (см. предложение 5.2). 


Теорема 6.4. Пусть и — решение задачи 6.1 и с — такое L — {|-вупер- 
решение, что g>pe Qu g>0 на OQ в Н!(9), Тогда ив в Q, 


Доказательство. Так как тЫ в Ои 5—0 на 02, то C= 
т (и, 2) ЕК и тем самым а(и, 6—и) = {ф, C—u). Далее, Е — и = 
= пи (и, 5) —-и=<0, и потому a(g, €¢—u)<(f, б-и). Из этих не- 
равенств вытекает, что а(9— и, 6 —и) < 0. 


1) Функция $ и задает препятствие (obstacle),—//pum. перев. 
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Теперь проведем вычисление величины а (в —и, 6—и) (с учетом 
того, что = пит (и, 5)) в явном виде: 


OSa(g—u, —и) = lay (g—u).,(C—u)x,dx= 
Q | 


= J ay(g—u):,(C—u)x,dx= Дау (фи), (E—u)s, ах= 
{x | g<u} Q 
=a(f—u, C—u) = (1/A)[—alin a. 
Это значит, что C=U, и, следовательно, и ов Q. 9 
Отсюда вытекает такое 
Следствие 6.5. Пусть и — решение задачи 6.1 при |=0 иф—< М 


в 9, где MSO. Тогда и Мв® 
Для доказательства достаточно положить = М в теореме 6.4. 


Задачу 6.1 мы решили ради простоты лишь для нулевых усло- 
вий Дирихле на границе 0%. Заметим, однако, что вариационное 
неравенство может быть решено и с множеством 


К = {о = Н! (9) о=ф в Q, э—-феН(®)}, 


ге феЕД!(09) и p> на 02 в Н!(0). В некотором смысле это 
равносильно решению задачи 4.7. | 

Покажем, что вариационное неравенство с множеством К дейст- 
вительно имеет решение. Для этого рассмотрим новое выпуклое мно- 
жество Ко = {yn & Ну (42) | = ф—фв QQ}. По теореме 6.2 существует 
единственный элемент 


бе Ко: а(5, т 5) SF, п-© yneKo, (6.4) 
ге Ре Н-(®) определено равенством (F, &)=(f, &-—а(ф, &), 
Её = Ah (2). Положим и=б-ф и проверим, что 

а(и, э—и) = р o—u) у9ЕК. _ (6.5) 
Пусть VE К; тогда ч=о—феН, (9) и и=ф-ф в ©, т. е. 
ие Ko. Следовательно, по неравенству (6.4) 
| а (и, о— и) =а(с-ф, п-—5б) =а (6, ц—5б) а ($, VY es 
=f, n—o)—a(g, n—f)+a(9, т-5) = 
=(f, 7 -O= 7, v—u). 
Итак, и=ё-- ф — решение вариационного неравенства (6.5). 


Заметим, что аналогичным образом можно обобщить теорему 6.4 
и следствие 6.5. 


Теорема 6.6. [Тусть и и о— два L—f-cyneppewenua. Тогда w= 
—= шт (и, 9) тоже L—f-cyneppewenue. 


Доказательство. Положим 
К ={це Н! (9) | и п. в. в ©, ц-ше Ну (9)} 
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и допустим, что 
беК: \4/5, (п- 0), > п- wneK. = (6.6) 
о 


Согласно теореме 6.41), C<u и C<v в ©, следовательно, F< 
<min(u, 9) в 2. Но бЕК, т.е. 6 > пип (и, v)=w, и поэтому 
C=w. Остается только заметить, что решение (6.6) является 
[. — {-суперрешением. № 

Определение 6.7. Пусть ие Н! (42). Будем говорить, что u(x) >0 
в x@Q в смысле Н!(9), если существуют окрестность B,(x) и 
функция фе Но’ (B, (х)), ф=0 и gp(x)>0, такие что u—gp>0 
на В, (х) в H1(Q). 

Ясно, что множество {x & Q| u(x) > 0} открыто. 

Пусть и — решение задачи 6.1 с «препятствием» wp. Разобьем © на 
два подмножества: открытое множество {хе |и (х) > 1 (х)} и его 
дополнение /[ =J [uj], которое, очевидно, замкнуто в ©. Фактически 
[— это множество точек х, где и (x)= (х). 


Определение 6.8. Множество [ называется множеством примыка- 
ния, или коинцидентным множеством, решения и. 


Пусть x = 2\ Г. По определению существуют шар В» (хо) и 
функция фе Со (В+ (ж%)), Ф>О в Вьр (х), такие что и>ф-ф в 
Н\ (Во (хо)). Следовательно, для любой функции бе Со’ (Boje (хо)) 
найдется такое => 0, что utel>yp+ ф в А! (Вр (х)). Поскольку 
о=и-- се К, то, подставляя эту функцию в вариационное нера- 
венство и деля затем на &, получим 


a(u, CS), 6) Убе Сь (Bove (ж)). 
Так как это верно, в частности, и для —6, то 


а(и, = 9) Убе Сь (Bore (%)). 
Другими словами, Lu=f B @\ Г, и, кроме того, 
u=pua Г. (6.7) 


Свойство (6.7), конечно, не характеризует полностью решение и, 
но, тем не менее, интересно отметить, что поскольку 


а(и, Э—‹% =0 У0=<&ёе НН}: (©), 


то по теореме Рисса — Шварца (Шварц [1]) найдется такая неотри- 
цательная мера Радона p на ©, что 


а(и, Э—{ф H=\odu Убе НО). 


Q 


1) И вследствие замечания перед теоремой 6.6.—// pum. перев. 
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Тогда, согласно (6.7), мера ци сосредоточена в [. Итак, доказана 


Теорема 6.9. Пусть и — решение задачи 6.1. Тогда существует 
неотрицательная мера Радона w на Q, такая что Lu=f+peQ и 


зирри= /={хе Я u(x) =H (4). 
В частности, Lu=f @ Q\ Г. 


Теперь нашей ближайшей целью является установление связей 
между мерой и емкостью. Пусть Е — компактное подмножество © и 


Кв={9 = Нь(9) о —=1 на Е в Н!(®)}. 
Ясно, что это выпуклое замкнутое множество в Ну (Q2). 


Определение 6.10. Емкостью множества Е относительно Q назы- 

вается величина 
сар Е =саро Е= inf \ 4х. (6.8) 
vEKE о 

Говорят, что множество Р <- © имеет нулевую емкость, если cap Е =0 
для любого компакта E < РЁ. | 

Нижняя грань в (6.8) всегда достигается. Действительно, суще- 
ствует единственная функция 


ace КЕ: Со (0 — a), dx 0 Vue Kz, (6.9) 


Q 


и MOHATHO?), что она есть решение минимизационной задачи (6.8). 
Функцию © называют потенциалом проводника Е или емкостным 
потенциалом Е (относительно ©). Если СеНь(9) и 6—0, то 


а-- бе Kz и потому \ Arf, dx>=0. Следовательно, & есть (— А)-супер- 


Q 
решение, и по теореме 5.7 a>O в &. С другой стороны, 
min(a, 1)e@ Kg u 


(min(a, l)zdx=  \{ о? 4х — \ аз ах = сар Е. 
д (хе (0) <1) о 


(Здесь неравенство @(x)<( 1 понимается в смысле п. в. и использу- 
ется теорема А.1.) Но &«— единственный минимум интеграла Дирихле 
в Кв, так что © = пип (а, 1), и тем самым О=а=— | в QQ. 

Пусть, далее, 0, = Кв [\ Н! ® (9) и „а в Н!(9). Положим 


0, 1—0, 
90 =Ь Oxt<l, 
l, ¢t>1. 


1) См. замечание после теоремы 6.2. — Прим, перев» 
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Тогда ш„=6(о„) = Kef\ HH! © (42), w,=1 на Е и 
\wirdx< Vax dx < \ vn, dx—>cap Е. 
О {10 < 0, (x) < 1} Q 
Отсюда и из правила параллелограмма следует, что W,—>a в Нь(®), 


и мы получаем, согласно определению 5.1, что a=1 на Е в Н! (9). 
Наконец, ели xGQ\E и UCQ\ Е- окрестность x, то 


«бе Kz для любого Cec, 0) и тем самым. 
об @х=0 Убе Сь (Q\ £). 


Q 
Итак, доказаны следующие свойства функции a & Но (Q): 
—Aa>0 BQ, —Ла=0Ов О РЁ, 
«= на Е в (9), О<а—<1в®. 


Как и раньше, по теореме Рисса — Шварца найдется такая мера 
т= те, что — Аа=т в Q, т. е. 


\ Or be, 4х=\ бат убеН, (©). 
Q 


Q 


Обозначим через g(x, у) = во (x, y) функцию Грина для оператора 
— Ав. Тогда по теореме Pucca о представлении получим, что 
a(x)=\ g(x, y)dm(y), хе, и, следовательно, если формально 
Q 
воспользоваться двумя последними равенствами, положив C=a, 
то получим | 
cap Е = \ сах = \ adm(x)=\ \ g(x, у) ат (у) ат (х. 
Q 


Q оо 


Используя свойства функции Грина, эту формулу нетрудно обосно- 
вать непосредственными вычислениями. 


Теорема 6.11. Пусть fo, |, ..., м еГ? (9), феЕН! (8), u— 
решение задачи 6.1 для f=fot+ У (0/0x:) Ё = Н-* (2) и и - мера, 
соответствующая и. Тогда существует такая константа С >> 0, что 
и (Е) < С (cap Ё)!”? для каждого компакта Е <Q. В частности, если 
cap Е =0, то и (Е) =0. 


Доказательство. Мы предполагаем, естественно, что Ку 52 
(т.е. p<O на OQ). Пусть OG == С (8) и б—=1 на Е. Тогда 


N 
к (Е) < | бар =S aur ах \ fet _У its} = 
Q Q 1 


о . 


< nA | му [22 (а) | Sx lee (а) +V BI fo le (ау ия (ay + 
N 
+ | УД" <) |b. [ша (ay = С] Sx [12 (a), 
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где для оценки интеграла \ бах мы воспользовались неравенством 


Q 
Пуанкаре. Поскольку множество С} (52) | Kg плотно в Кв, то 
и (Е) =С inf [fx [12 (© =С (cap £)'”. 9 
СЕКЕ 


Следствие 6.12. Пусть и — решение задачи 6.1 и I —eeo коинци- 
дентное множество. Тогда если cap! =0, mo Lu=f во. 


Следует отметить, что предположения теоремы 6.11 могут быть 
ослаблены. Действительно, наилучшая константа С в этой теореме 
удовлетворяет неравенству С <C> {| их [12 (о + |н-1 (©), где Со зави- 
сит от билинейной формы а и области ©. Таким образом, С связано 
с ф только через |и„|т2(о), И Поэтому, в частности, утверждение 
теоремы справедливо для каждой функции pe] [.” (2), для которой 
Ky# Ф. 

Вопросы, связанные с гладкостью решения и, будут широко 
обсуждаться в гл. IV. Здесь же только заметим, что нельзя ожидать 
принадлежности решения классу С? (4). В самом деле, пусть М = 1, 
Q=(—3, 3), ф(х) =1-хи 

3 
a(u, v)= \ u’o’dx, и, ое Hj (©). 
Решение задачи 6.1 для f=O дается функцией, которая склеена из 
кусков параболы tp и касательных к ней (ибо такая функция есть 
наименьшее суперрешение, принадлежащее К), но она принадлежит 
только классу С*. Подобные задачи (и с иной точки зрения) будут 
рассмотрены в следующем параграфе. 


7. ЗАДАЧА С ПРЕПЯТСТВИЕМ В ОДНОМЕРНОМ СЛУЧАЕ 


Перед тем как обсуждать общие вопросы гладкости решения 
задачи с препятствием, мы изучим ее одномерный вариант. При этом 
заметим, что если Q = (%, В) — открытый интервал BR, то Н! (6) — это 
совокупность абсолютно непрерывных функций и на (a, В), произ- 
водные которых и’ принадлежат [2 (8), а Ну (2) — подпространство 
функций из Н! (©), обращающихся в нуль в @ и В. Пусть 


К = {ve Нь(®) 9 в QAO, 
где ред! (52), max р > 0 и 4 (<) < 0, 4 (В) <0. Положим 


В 
a(u, )=\и’ (х) о’ (х) ах, и, ое Н* (©). 


a 


Ясно, что это коэрцитивная билинейная форма Ha Ну (52). По теоре- 
ме 2.1 для каждого {= H-1(Q) существует единственная функция 


иЕК: а(и, v—u)y>(f,v—u) woe kK. 
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Из результатов § 6 вытекает существование такой неотрицательной 
меры и с носителем в коинцидентном множестве J ={x =Q|u (x)= (х)\, 


4TO 
—u=f+p (7.1) 


(в смысле обобщенных функций). Поскольку p(a)<0 и ф(В) < 0, 
то [ компактно в & и по теореме 6.11 в (2) =и (Г) <со. Мера в 
неотрицательна, и поэтому существует неубывающая функция ф, для 
которой ф’ = (в обобщенном смысле). Понятно, что | vs и ([%, x)). 
Кроме того, так как {= H-1(), то f=F’, где FEL? (® ). 

Уравнение (7.1) теперь можно записать в виде —u"=F’+q’, 
откуда получаем, что 

и’ (x) = — (F (x) + 9 (x) + const). 

Заметим, что если FEL? (Q), p> 1, т. e. ‘если Е HP (Q), то 
ие FI}: PQ), Действительно, функция ф ограничена в YQ и, следова- 
тельно, и = С‘;^ (9) при A=1—(1/p). 

Предположим далее, что F непрерывна. Тогда функция и’ непре- 
рывна на множестве Q\/ = {хе и (х) >14 (х)] и поэтому может 
иметь разрывы только в точках | 

Так как ф— неубывающая функция, то ф (х — 0) =ф(х--0) при 
x GQ и, стало быть, 


и’ (х— 0) = и’ (х- 0), xeQ, (7.2) 
Пусть & «Г; тогда и (&) = (8) и и(х)—и() = (>) —ф(5). Если 


x<&, то | 
[и (x) — и (5)]/(* — 5) = (x) —$(5)/(х—5) 

и, следовательно, и’ (& — 0) =<’ (Е —0). Если же х>&, то 
[4 (x) —и (§)\/(x — §) =) —p (6) (x — 8) 

и потому и’ (Е-- 0) >’ (§+0). 


Теорема 7.1. Если дополнительно к предыдущим предположениям 
функция ф имеет разрывы вида 4’ (x — 0) = 1’ (x-+0), то и’ — непре- 
рывная функция. 


Действительно, 
и’ (Е —0) <p’ (Е —0) <p’ (Е--0) = и’ (8-0), Е «Г, 
и, согласно (7.2), и’ (&—0) = и’ (E+0), т. е. и’ непрерывна. 
ПРИЛОЖЕНИЕ А. ПРОСТРАНСТВА СОБОЛЕВА 
В этом приложении для удобства читателя собраны отдельные 


факты о пространствах действительных функций Н”, 5 (62). Система- 
тическое исследование свойств этих пространств представлено в моно- 
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графии Морри [1, гл. 3]"). Мы начинаем с того, что даем два 
доказательства теоремы А.1 (см. ниже). В первом из них находит 
применение «абсолютно непрерывное представление» (лемма А.2), а во 
втором используется подходящий выбор пробной функции (леммы А.З 
и А.4). Затем мы указываем некоторые обобщения теоремы А.1, 
рассматриваем оператор следа и доказываем лемму об Н!,5-склейке. 

Далее формулируются и доказываются некоторые леммы типа Со- 
болева и Пуанкаре. В заключение дается формулировка хорошо 
известной теоремы Реллиха, доказательство которой может быть 
найдено у Морри [1]. 


Теорема А.1. Пусть Q CRY и ие Н! 5 (9), 1<s<oo. Тогда 
тах (и, 0) ЕН! $ (62) и для 1—<—1=—< М 


и, в {хе и(х) > 0}, 


0 в {хе и(х)<0} oe) 


[max (u, 0) |x, = | 


в смысле обобщенных функций. 


Поясним суть этой теоремы: производные тах (и, 0) определены 
почти всюду по формуле (A.1). В частности, для любой пробной 


функции 6 


—\ пах (и, 0) 5, ах= \ [max (м, 0)]х, бах = \ их, С dx. 
Q : Q ОП {u>0} 


Теорему достаточно доказать для случая, когда ие HY ° (2), 
|] =$<- со. Поскольку & имеет компактный носитель, то случай 
= со соответствует теореме Радемахера о дифференцируемости 
липшицевых функций, которая предполагается известной. 


| 

Лемма А.2. Пусть о=Ну’°(®), 1<$=< со. Тогда для каждого 
i, 1<1=—< М, существует представляющая 9 функция v;, которая 
абсолютно непрерывна почти на всех прямых, параллельных оси Xx; 
_в ©. Кроме того, (9/9х;) 9; =1; п. в. в ®, где h; — представление 
h; = LS (0), т. е. обобщенной производной Vv по х;. 
Доказательство. Пусть Um = Ch (8) — такая последовательность, что 

9—9 в Hy’ (©), 0т— 0 п. B. В ©. 


Продолжим функции Vz, и 9 нулем за пределы &; тогда 
x 


i 
Um (x) = \ (OUm/0X;) (X1, soe y ХА t, Хм, eee, Xn) dt, 


—oo 


1) См. также Никольский С. М. Приближение функций многих переменных 
и теоремы вложения. —М.: Наука, 1977; Бесов О. В., Ильин В. П., Николь- 
ский С. М. Интегральные представления функций и теоремы вложения. — M.; 
Наука, 1975. — Прим. перев, 
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где интеграл берется по прямой, проходящей через точку х парал- 
i= я со 
лельно оси х;. Для каждой функции 6 EGC, (2) имеем 


| Om (x) (x) dx = \ | Umx, @ | 6 (х) ах = \ Umx,(x) (cat dx. 
RN RN \—oo RN x; 


Далее, последовательность {0mz,} сходится в L*(&) к функции h;, 
являющейся обобщенной производной 9 по х;, и поэтому 


К v(x) E(x)dx= | №(х) ( tat dx = | | h; dt С (x) ах. 
RN pv x; EN \eseo 


Отсюда следует, что UV почти всюду совпадает с функцией д;, которая . 
абсолютно непрерывна почти на всех прямых, параллельных OCH X;, 
а ее производная 05/дх; =й; представляет h; е= [5 (©). 

Таким образом, равенства их, = Шт Umx, == можно понимать как 


в смысле L*(Q), так и п. в. в Q (для некоторой подпоследователь- 
НОСТИ Umx.). № 


Доказательство теоремы А.1. Покажем сначала, что тах (и, 0) = 
= Н'*,$ (62), | <$<оо. Пусть uz, @C1(Q) и u,—->u B Н\$ (9). Ясно, 
что функции тах (u,, 0) липшицевы и удовлетворяют неравенствам 


|max (up, 0)| <[aal is, SO (A.2) | 


1, 
| Но’ (9) 
с некоторым С>>0. Далее, так как тах (и, 0) == L* (9), то, очевидно, 
| max (Un, 0) — max (и, 0) Ins (Q) <= | Un—u [15 (2). (A.3) 


Из (A.2) вытекает, что последовательность {max (и„, 0)} слабо схо- 
1, 
дится к некоторому элементу из Ну’ (®), а из (А.З) следует, что этот 
элемент п. в. совпадает с тах (и, 0). 
Применим теперь лемму А.2 к функции 9 = тах (и, 0). Пусть 5; 
и i; — представления функций V и и соответственно, a A; и 5; — пред- 
ставления их обобщенных производных, определенных в этой лемме. 
Покажем сначала, что если F — любое подмножество Q, где о = 0, 


то h; =0 п. в. в F, или, что то же самое, 


~ 


(hz dx =0. (A.4) 
F 


Для этого заметим, во-первых, что Р можно заменить его подмноже- 
ством той же меры, где б; =0, а во-вторых, согласно теореме Фубини 


(см. (А.4)), достаточно доказать, что h;=0 п. в. в Ес Р, т. е. 
доказать утверждение для функции лишь одного переменного х;. 
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Если FCR, to Р=Р’ |] М, где Е’ плотно в F и mesN=0. 
В F’ CR функция 0; п. в. дифференцируема, и понятно, что 


h; = (0/0x;) 5; =0 п. в. BF’, 


Пусть, наконец, ЕЁ — любое подмножество в Q, где v=uU. Мы 


хотим показать, что 1—5, =0 п. в. в Е. Рассуждаем аналогично 
предыдущему. После замены E его подмножеством той же меры, где 
ii; =0;, нужно только доказать (по теореме Фубини), что A; = 8; п. в. 
в ECR. Но последнее снова просто проверяется на плотном под- 
множестве Е’<- Е. № 


Теорема A.1 может быть выведена также из следующих двух лемм. 


Лемма А.З. Пусть 0 = С"(Р) и |[0’(1)| < М. Тогда если ue 
= Н*,$ (0), где Фс РМ — ограниченное открытое множество и 
1 <5<+ со, то 6 (и) ЕН! $ (5) и 


(0/0x;) 6 (и) = 0’ (и) (ди/дх;) п. в.в Q, 1=1,..., N. (А.5) 


Доказательство. Поскольку и & Н\ (Q), то найдется последова- 
тельность функций {u,} из C1(Q), такая что u,—>u в HS (Q) и 
и„—и п. в. B ©. Ясно, что 6 (и„) = С! (Ф), и так как 19 (м) — 8 (№) | = 
= М] и, -—и|, то 0 (и„) сходится к 0 (и) в LS (6). 

С другой стороны, 0’ (u,) (ди„/дх;) = (9/дх;) 0 (и) > 8’ (и) (ди/дх;) в 
Ls ($2). Действительно, 

8” (ttn) (ди„/0х:) — 8’ (и) (ди/дх;) = 8" (Un) [(ди»/дх;) — (Ou/Ox;)] + 

+6’ (un) — 9’ (u)] (ди/дж) = An В», 
где А„->0 в LS(Q), а B, >On. B. BQ и Pe eee Oey 
Следовательно, по теореме Лебега В„—0 в [5 (8). 

Теперь остается заметить, что обобщенная производная (0/Ox;) 6 (и) 
есть предел в LS (Q) функций (0/0x;) 0 (и„). Лемма доказана. 

Если ие НУ (9) — такая функция, что и: 6” — (a, В), где 
9’<@ ид ЕС! ((а, В)), то (А.5) выполняется п. в. в QQ’, | 


Лемма A.4. Пусть ие Н! $ (42). Тогда 
ди/дх; =0 п. в. в Е=хеЕЯ|и=0, 1L<i<N. 


Доказательство. Для каждых у ]=[—1, 1] и =>0 положим 


as —coo<t=<—e(l+y), 
Oye (Г) =) yt+(t/e), —e(1t+y)<t<e(1—y), 
1, e(l—y)<t<o, 


так что Oye (0) =уи 
—1, #<0, 


lim Oye (Ё) = 361. (f) = | », t2=0, 
e—0 
| 1% 
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Пусть далее 
t 


Bye (t) = \ Oye (t) dt, —co<t<o. 
0 


Ясно, что Bye = С" (К) и | 6%» (1) | <1. Следовательно, 9, © A! 8 (Q) и 
(9/дх;) вуг (и) = Oye (и) (0/0х;) и п. в. BQ, 1<1<М. 
Поскольку Oye (и) > |u| п.в. в ® при =—0и | 8, (и) | <и|е ELS (©), 

то Oye (и) —>|и| в [5 (2). Более того, при =—0 
(0/0X;) вуг (и) — (Sgny и) (0/0x;) и п.в. в Q, 
и так как | (0/0X;) Oye (и) | <= | (0/0x;) и | е LS (©), то 
(0/OX;) дуг (и) — (Sgny и) (0/dx;)u в [5(9). 
Таким образом, |u| ЕЯ! $ (2) и 
(0/0x;) | u| = (sgny и) (0/0x;) и п.в. в QQ, 
В частности, (0/0x;)|u|=y(0/0x;)u п.в. в E для каждого y = [—1, 1] 
и, следовательно, 
(0/0x;)|u|=(0/0x) и=0 п.в. в ЕЁ. № 
Несколько проще эту лемму можно доказать, используя упр. 15. 
Из леммы А.4 сразу следует, что (0/дх;) тах (и, 0) =0 п.в., где 
u<0O, и (0/0x;) (тах (и, 0) -—и)=0 п. в., где и>0, т. е. тем са- 


мым получено еще одно доказательство теоремы А.1. Приведем 
теперь два ее обобщения. 


Следствие А.5. Пусть 0(Г, —со <{<.оо, — кусочно-линейная 
функция, производная которой разрывна лишь в точках {dy, ... 
..., Ay}, и ие НН! * (8), | <$<= со. Тогда 8 (и) = Ht § ($) и 8 (и),, = 
= 68° (и) их, (в смысле обобщенных функций), где обе части этого 
равенства считаются равными нулю, когда хе U ии (у) =a}. 

i 
В частности, min(u, 0), |u| & H!+s (6). 

Доказательство этого простого утверждения мы опускаем. Заме- 

тим только, что по лемме A.4, примененной к 08 (и) и и, 


(0/дх:) 8 (и) =0 = (0/0x;)u п.в. в [J {ylu(y)=a}, 1<i<N, 
i 


чем и оправдывается соглашение в формулировке следствия. 
Более тонкое уточнение леммы А.4 представляет собой 


Следствие A.6. Пусть 0 — липшицева функция на Р, производная 
которой существует всюду, за исключением, быть может, множе- 
ства {a,, ..., ay}, ииеН! $ (%), 1 < 5=< со. Тогда 8 (и) = Н№ (Q) и 


9 (м)х, = 8" (и) их, (6 смысле обобщенных функций). (A.6) 
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Перейдем теперь к доказательству леммы об Н', °-склейке, KOTO- 
рая будет полезна при изучении задач со свободной границей. 
В нем используется понятие следа функции из Н!,°. Пусть, напри- 
мер, @= {хеЕВМ||х|<1, хм>0} и 2=—={x SR ||x/<1, xy =O}. 
Оператор следа T: Н+з (@) —> [8 (») линеен, непрерывен и обладает 
таким свойством: 


Tv (х)=о(х’, 0) уе Н' -(G) CH! $ (0), 


где х=(х’, хм) ЕЮ". Более того, обозначая через Т.о след о 
на Х,=([{х|хи=а|, легко проверить, что 


Тю—То в [5(%) при #-—>0. 


Пусть теперь € = H!-s(G) и Тб=0. Отождествим & с ее представ- 
лением, которое абсолютно непрерывно на каждом отрезке, парал- 
лельном оси хм. Существование такого представления следует из 
леммы A.2. По теореме Лебега найдется такая последовательность 
{e;}, что C(x’, в) —0 при г, —0 для п.в. x’ Е». 

Продолжим С нулем в область G~={x||x|<1, xvy<cO}. Для 
каждого x’, такого что lim€(x’, в;) =0, функция C(x’, хм) пере- 
менного Хм, |хм|<<1, абсолютно непрерывна и 

(1—| x’ |2) 1/2 (1 — [7 |2) 1/2 
| хм (а Xn) [$ ахм = \ |5 (x, Xn) IS dxy. 

—(1—} x74? : 

Следовательно, по теореме Фубини Cry, = [5 (В), где B= {x||x|< ]}. 
Легко показать, что и Cy, = 1“ (В), если 1< М. Таким образом, 
продолжив функцию ЕН! (С) (для которой &=0 на У) нулем 
на G , мы получим элемент из Н', (В). 

Отсюда ясно, что &=0 в У в том смысле, что $ =Итё, в 
НЪ $ (62), где б, = Н'® (0) и 6, =0, когда хм —< 1/п. 

Наконец, заметим, что справедливо и обратное утверждение: 
если СЕН! ®(() есть предел гладких функций C,, равных нулю 
в окрестности Х, то Тб = Ит Тё, =0. Итак, доказана 


Лемма А.7. Пусть бе Н!*((0), 1<s<oo. Тогда Тб =0 в & 
в том и только в том случае, когда & принадлежит замыканию 
по норме HI! *(@) множества гладких функций, обращающихся в нуль 
в окрестности >». 


_Из этого утверждения выводим лемму об Н'. °-склейке. 
Лемма А.8. Пусть В — единичный шар в М, (+= {хе В| хм > 0}, 
а ={хеЕВ|хи< 0}, S=B {xy =0}, и пусть vt GAl' $ (0+), д = 
ЕН! ° (С) таковы, что Tot=Tv- в ». Тогда функция 
в + 
re + (x), oo" 
о (х), xeGc, 
принадлежит НУ} (В). 
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Доказательство. Положим w(x)=vu-(x’, —хм), если x eG. 
Тогда ие Н! s(Gt) и Tut=Tw в >. Следовательно, Т (w — 9+) =0 
Bd. 

‚Пусть С. ЕН! ©(G) — такая последовательность липшицевых функ- 
ций, что C=0 B № и C,>w—vt в Н'.°(0) при #0, а 
= Н!, © (Gt) — последовательность, которая сходится к Ut в Ни. $ (@+). 
Рассмотрим функции 


(x) ыы: хе С+ У, 
9г (x) = x 

| ve (x’, — хм) (*, —хм), xEG. 
Они, очевидно, липшицевы в В, и ясно, что 


| 9—9 Ins (B) <= | Ue esas Ins (6+) au | Ce (w a Ue) [15 (0+ > 0 при &€—> 0. 
Кроме того, | x|,5 (в) < < lim int i Vex les (py S| x esq) +] Ue [5 ‹) И тем 
самым ЕЛ, (В). № 

Перейдем к формулировкам и доказательствам лемм Соболева. 


Лемма A.9 (Соболев). Пусть ® CRY —открытое ограниченное 
множество в липшицевой границей OQ и иеН'. (9), 1<3< о. 
Тогда 

(i) если 1<s<N, то ue [* (6), где 1/s* = (1/5) — (ИМ), и 
[5 (oy SE ва, $(Q)? 

(ii) если s>N, то ие С9.^(0), где N=1—(N/s), и и со. а) < 
< С]и|и, зо)» 20€ константы зависят только от, $ и №. 

Первое утверждение этой леммы вытекает из следующего полез- 


ного неравенства для функций из Ну ° (<). 
Лемма А.10. Если | <$< М, то справедливо неравенство 
15-9 
ое gy SC */1*) [их о, ие Ну" (©), 
с констачтой С, зависящей только от М. 


Отсюда и из неравенства Гёльдера следует неравенство Пуанкаре, 
которое мы сформулируем в удобной для нас форме. 


Следствие А.11. Пусть ие Но(В,), Be={xeRY| |x| <r}. 
Тогда 
| и (х)? 4х < СТ | u,(x)?dx, ueHi(B,), (A.7) 


В, В, 


где С зависит толеко от М. 
Доказательство леммы 4.10. Предположим сначала, что нера- 


венство справедливо при s=1, и покажем, что тогда оно выпол- 
няется и при $>1. Действительно, если и=С} (0), то |u|*/F = 
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е Ну’ ' (2) и, следовательно, 


(| и" a < C(s*/1*) || u|s*4—! |, | dx. 
о 


о 


Используя неравенство Гёльдера, получим 


(| | али <C (s*/1*) (| TA ax)" 


Так как (1/1*) — (1/5’) = (1/5*), то требуемое доказано. 
Остается рассмотреть случай $=1. Пусть х= (жж, ..., Хм) ERY. 
Из неравенств 


шо | мн ©1412, ..., М, 


где интегралы берутся по прямым &=х;) i=1, 2, ..., М, МЫ BBI- 
ВОДИМ, ЧТО 


| u (x) [Ми < I |) lux, (Е) &) 


Производя теперь последовательное интегрирование по перемен- 
ным Xj, ..., Хм И применяя неравенство Гёльдера !), получим 


Уи INN —1) аж — (1/2!) ( | ux, (E)| an x 
1 


x [ \ | tx, (Е) | a) Bag ( (| Uxy (Е) | dx, ty) 


12 1М 


Ум (x) [VAN 1) dx, Аха < (1/2!") (у (x) | dE, dea И... 
? 1 2 


ch (S \ \ | шх (x) | 4х: ах» ts) ae 
123 
J Jute) Миф aaa cal | К |» (x) о ll 
RN RN x 


Таким образом, неравенство доказано для s=1 с константой С = 
= 1/2". Jj 


Доказательство леммы A.9 (ii). Покажем сначала, что 


| (х) [== С (mes 2) (Ju [sq НИ — (№18) diam 9 [их |15о)), (А.З) 


1) Мы пользуемся неравенством 


у Рае а, | fo | a, Tel ay (l/c)... + (1/4) = 1. 
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если u & Н' * (8). Продолжая функцию u до функции из Но > (Qo), 
Q <!) (продолженную функцию обозначаем той же буквой) так, 


чтобы Ги, he |“ 1, з(о)» МЫ видим, что можно ограничиться 


рассмотрением функций из Но ° (9). Но если ие Ну*(0), то и есть 
предел функций и, = Со (9), и поэтому достаточно доказать нера- 
венство (А.8) только для функций из Со (®). 
Пусть x @Q. Тогда для каждого уе справедливо равенство 
1 


u(x) =u (у) +\ us(x+t(y—x)) (у—х)&?), 
0 
после интегрирования которого по переменной у приходим к соот- 
ношению 


1 
mes Qu (x) = | u(y) dy +) \ us (x +t (y—x)) (y—x) dydt. (A.9) 
Q 0Q 
Оценим оба слагаемых в правой части (A.9) no неравенству Гёль- 
дера. Для оценки второго слагаемого 
1 
[= \ и, (ху х)) (y—x) dy dt (А.10) 
0 Q 
рассмотрим множества Q(f)={z=x+t(y—x)|zeQ}, 1=[0, 1]. 
Легко видеть, что mes 2 (7) =#\ тез Q. Тогда 
1 
= $ [м Пух dedt < 
0 Q(t) 


1 
< diam | 5 (тез (© (1) | ug 5 о) dt < 
0 


< diam © (mes Q)-«vs) —1 


1 —(N/s) | Их [15 (Q)9 


и, следовательно, из (А.9) получаем, что 


diam © 
mes | и (4) | < (тез Q)-9) шо Н-да 1х. 


В частности, доказана непрерывность функций из Я $ (2) при $ > М. 


Лемма A.12. Пусть функция че Н' (В, (х)) такова, что 


| v(y)dy=0. Тогда [9 < Си 9х1 (x)? где С зависит 
B(x) . 


только от М и s. 


(B, (*)) 


1) См. § 4 ra. II, после определения 4.4. — Прим. перее. 
2) Если © звездна относительно х, —Прим. перев. 
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Доказательство этого утверждения мы оставляем в качестве 
упражнения. | 


Закончим доказательство леммы (A.9) (ii). Пусть ие Hy *(Q) и 

x, ySQ, |x—-y|=6. Рассмотрим функцию 
u—e=u—(1/mes Bs) | u(E) dé. 
Bs (x) 
Ясно, что интеграл от Hee по шару Вз(х) равен нулю. Применяя 
теперь к этой функции неравенство (А.8) и оценивая в нем первый 
член справа по лемме А.12, получим 
| u (x) — и (у) | == [и (х) —с|-Н|и (у) —в| = 
< 2C6!—(N/s) {1-2 [1 — (МЕ | ux] LS (Q)» 

где C=C(s, №). № 

Другое полезное неравенство относится к функциям, равным 
нулю на подмножестве By 


Лемма A.13. Пусть Е < В,— такое множество, что тез Е = 
— 09 тез B,, 0<6<1, и функция ие Н!!(В,) равна нулю п.в. в Е. 
Тогда для каждого в > 0 


mes {x & В, || и (х) |>> 6} < \ | их la 
B 


где С зависит только от 6. 


Доказательство этого утверждения опирается на следующие две 
леммы. | 


Лемма А.14. Пусть f е= [Л (RY) и 
Kf (x) = У Их ума, хекК\, 
RN 


— потенциал первого порядка, порожденный функцией |. Тогда суще- 
ствует константа С >0, такая что 


Го ? yoo 0. 


пез КА о | © [ау 


Доказательство. Не ограничивая общности, можно считать, что 
На ем) =1. Для некоторого x = КМ и =>>0 положим 


Ке(х)= \ о (Fy) x—y IN!) dy, 


|x—y| pe 
Kef(xy= J (F(y)llx—y |X —") dy. 
|j~—y|<Se 
Тогда | Kf (x)| <e'—% Ян (вм =“ и поэтому | К} (х) | = о/2, 
если = = (2/0)!/М-—1. Следовательно, 
mes {х| | Kf (x) [> в} <mes {х || Kef (x) |> 0/2}. 
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С другой стороны, K,f Г (ЮМ), так как по теореме Фубини 


| Kef(x)|dx< \ |уй-Мау= Се. 
RN lylxe 


Таким образом, 
(0/2) mes {х || Kef (х) | >> 0/2} <= \ | Kef (х) [4х <= Се 
№ 
и тем самым . 
mes {x | |Kf (x) | > 0} < тез {x | | Kef (x) |>0/2}< 
< (2С1/о) в = С (1/6) МКМ -—1. 9 


Лемма А.15. Пусть функция ое Н' °®(В,) равна нулю на 
EcB,, где тез Е — 0 тез В,, 0<8<1. Тогда существует такая 
константа В > 0, зависящая только от 8 и N, что 


|9 (х) |= В | (9, (и) Их-фум-'4у, хевВ,,. 
Доказательство. Если хе Е, то последнее неравенство выпол- 
няется для любого В. Пусть хеВ, `` Е. Рассмотрим функцию 
г—0(х-- г), где = ЗМ-!и SY—-!'=0B,(0), и положим Х ={& = 
=5^-!|5Ю>>0: x+REGE}. Тогда если х-+-ЮЁеЁ, то из 
равенства 


0 
о (x) —0(x-+r&) =| (40/46) (x + о) do 


R | 
следует, что |v (x) |< [9х (х-- p&)|do. Обозначая через dw элемент 
0 


площади поверхности %5”-'!, а через |X| меру множества 2, 
получим 
27 


1$ 19 (9) |= | [2 (%) [ао < |} [о (х-- 08) [р do = 
Dy 20 
2r 


—= $ (о, (и) W|x—y |X —!) p¥—! do da <2 J (|9, (y) /| x—y |X —!) dy. 


30 В, 
Остается теперь только показать, что |» | ограничена снизу положи- 
тельным числом. В самом деле, 
27 
9 пез В, < тез Е < \4® | ом тар = [(2г)м/М] [$ |. 

х 0 
Следовательно, |» |= 6М [тез В,/(2г)\] = 8% (№) = 1/8 (8, №) и тем 
самым 

|v (х) [<= В (8, №) (9х (и) Их-у- у. В 


2 
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Доказательство леммы А.13. Утверждение достаточно доказать 
для функций ие! ®(В,), которые равны нулю на Е, где 
тез E = 9 тез B,. По предыдущей лемме для таких функций 


Е А 
Следовательно, по лемме А.14 
mes {х || w(x) [> 0} < шез {х| К (| wz | (х) > 0/8} < 


< (Bie) | | us (x)| a В 
RN 


Сформулируем без доказательства хорошо известную теорему 
Реллиха о компактности (Морри [1]). 


Теорема А.16. Пусть ® — ограниченная область с гладкой грани- 
цей 00, mS1 и l<s<oo. Тогда если и„—и слабо в H™s(Q), 
то ии—ив Н"-№ (9). 


ПРИЛОЖЕНИЕ В. РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ С ИЗМЕРИМЫМИ 
ОГРАНИЧЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 


В этом приложении будет получена оценка решения задачи 
Дирихле 
Ги = — (ауих )x, =) BQ, и=0 на OQ, 


сформулированной в $ 5. Эта оценка понадобится в гл. IV. Сначала 
докажем следующее утверждение. 


Лемма В.1. Пусть ф — неотрицательная и невозрастающая функ- 
ция на [Ро, со), такая что 


ф (h) <[C/(h—k)*]| Ф (ЮР, ПЕ А, (В.1) 

где С, a, В — положительные константы и B> 1. Тогда 
ф (Ro +d) =0, (В.2) 
= C | @ (Ro) В-1 28/5. (B.3) 


Доказательство. Рассмотрим последовательность k,=ky +d — 
— (4/2/), r=0, 1, 2, .... По предположению 


Ф (Aras) SC [2+0 ч/ 4] | p (R,) [P, г=0, 1,2, .... (В.4) 
Докажем по индукции, что 
ф (kr) <p (№)/2-"*, roe p=a/(1—B) < 0. (В.5) 


При г=0 неравенство (В.5) тривиально. Предположим, что оно 
справедливо при 1, ..., 7, и покажем, что тогда оно выполнено 
и при г--1. Действительно, согласно (В.4), 


Ф (+1) == С [20+ 142] [| ф (ho) [В/2-"8#] 
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и из (В.3) получаем, что ф (R41) <Q (№)/2-(+0в. Правая часть этого 
выражения стремится к нулю при г-—-- со, и, следовательно, 
О=—ф (№ -- 4) <9 (k-) 0. В 


Теорема В.2. Пусть функции ay = L® ($) таковы, что 
|2 — а (Хх), WEERY ne. в Q 
и \>0. Пусть, далее, fo, fi, ..., fy ELS (8) при $5 > М и 


ие Но (2): \ OyjUx bx, dx = \ {fot + Вх, dx, С == Н (<2). (B.6) 
Q о 


N 
Тогда тах | и | = x » I files (о) (mes Q)CM)— 409), где К не зависит от v. 
Q 
0 


Доказательство. Положим для R>O 


u—k, и Ё, 
6 = (381 и) тах (|и|-—^№, 0) =) 0, |и| <, 
utk, ux—R. 


Согласно следствию А.Б и предложению 5.3, 6 = Hy (2). Kpome того, 
Cx,=Ux, Ha множестве А(®)= {хе [|1 (х) | =}. Следовательно, 


v | Cx [12 (2) = аи Ee, dx = ария С», dx = 
о (2 


1/2 
= ,\ {foo - РБ», } dx <b (Sf } й tx) Paes 
(R) 


Здесь b=max(f, 1), где В — константа в неравенстве Пуанкаре, 
которым мы вовпользовались для оценки первого члена. Отсюда 
ясно, что 


УС о <= Ро ‚У | fide. 


i=0 А (№) 


По неравенству Гёльдера 


< fidx< В dx" (mes A (#))!-— © 1), 
А (Е) А (k) | 


и поэтому ПЕТЬ» < at р li [а [ше А YS Из неравенства 


1) $=2, так как $> №М>1. =Прим, перев. 
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Соболева (лемма A.9) получаем (1/2* = (1/2) — (1/М№)) 
(fal ay? [бат < 
А (k) Q 


«СИЕ о = <A" у [5 (о) [mes A (k)]'— 9. 


i=0 


Если h>k>O0O, то A(h) < A(R) и 
(h — #)? [тез А (h) 22" < ® ((м|-— 2)? aa! > = ( В (jul —R)" a 
A(h) A (k) 
Следовательно, 
м >. 
* С р 
(h —^)? [тез A (й)]2/2* <= Aw (> [7 о) [mes A ()]!— 2/5), 

ИЛИ 


N 2* /2 
K \ 2 


где В=[1 — ИИ — (2/№)|-* >> 1, так как $ > М. 
Теперь из леммы В.1 вытекает, что mes А (4) =0, 


1/2 
£=£($ titre)" tomaven am 


tT, е. |u(x)|<d п.в. в ®. 9 


Определение B.3. Будем говорить, что ограниченное открытое 
множество (CRY принадлежит классу $, если найдутся такие 
числа a, OM A<l1, и ро > 0, что для любых Xo SG OQ ир< оо 


mes (By (хо) \ 2 [| Bp (Xo)) > а mes Bp (хо). 


Теорема В.4. Пусть и = Hj (Q) — решение уравнения 


N 
Lu=— = (арих,) = > (fi), 


i=] 


где ay (x) &&, > vlE2 (v0), lay(x)|<M, ре [ (9) при s>N u Q 
класса S. Тогда функция и непрерывна no Гёльдеру; точнее говоря, 
существуют такие числа Е>0 и №, O<A<1, зависящие только 
от у, М, Qu М, что 


N 
osc ий (> А a) BY 
{= 


By (2)Na 
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Заметим, что правую часть уравнения можно заменить выра- 
жением 


N | 
fot Dd) (fide, где кре (®), r>N/2. 


i=l 
Действительно, ‘пусть У = Н:(0): —AV=fp B DDQ; тогда fy = 
= — У (0/0х;)У‚. По неравенству Кальдерона — Зигмунда (мы его 
напомним в$ 2 гл. IV) У,„ = [/(Р), и из неравенства Соболева 
теперь следует, что И», = [”" ($2) и г* > М. 

Доказательство теоремы В.4 будет дано в приложении С. 


ПРИЛОЖЕНИЕ С. ЛОКАЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ РЕШЕНИЙ 
„Напомним следующее определение: 


Определение С.1. Открытое множество © <- Ю^ называется MHO- 
жеством класса 5, если найдутся такие a, O<a<l, и > 0, что 


для всех X% EQ, р< и L(x, р) = Г] В, (x) 
mes {Bp (xo) \ © (хо, 6)} a mes Вр (хо). (С.1) 
Рассмотрим оператор 
Lu = — (ау (x) Их) (С.2) 
и предположим, что 
ve? < ay (х) EE, v0, lay(x)|<M. 


Основная цель этого и следующего приложений заключается 
в доказательстве такого результата. 


Теорема С.2. Пусть и & Hj ($2) — решение уравнения 


N ; 
Lu = > (fi), (C.3) 


i=1 


где |; = [.° (52), $ > М и @ класса $. Тогда и непрерывна no Гёльдеру 


в Q, или, точнее говоря, существуют такие К>О uid, O<A<l, 
зависящие только от v, М, Q и М, что 


N 
osc ux | > [Е [1 a} о^. (C.4) 
{=1 


Q (x, р) 


В приложении В мы уже доказали ограниченность решения и. 
Теперь же мы должны установить для него оценку (С.4). Ее дока- 
зательство проведем в несколько этапов. Прежде всего нам необхо- 
димы локальные оценки решений, суперрешений и субрешений 
относительно оператора L. 
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Определение C.3. Функция ие Hi, ($) называется локальным 
[.-субрешением, если 


\ ai; (x) Ux Px, dx <0 уф = С? (9), Ф—>0. (C5) 
Q 


Функция u& Hip, (2) называется локальным L-cyneppeiuenuem, 
если — и есть локальное [-субрешение, т. е. если имеет место Hepa- 
венство, противоположное (С.5). Таким образом, локальное решение — 
это одновременно локальное [-суперрешение и локальное L-cy6- 
решение. 

Справедлива следующая теорема, доказательство которой будет 
приведено чуть ниже. 


Теорема С.4. Пусть ир— локальное [.-субрешение. Тогда сущест- 
вует такая константа К = К (у, М, М), что если x GQ и Q(x, 20) < 
<2, mo 

max u (x) <2 Кю") \ ах (С.6) 
Q (x, р) 


Q(x, 2p) 


Следствие С.5. Пусть и — локальное L-cyneppewenue. Тогда сущест- 
eyem такая константа К = К (v, М, №), что если x GQ u Q(x, 20) <= 
<Q, то 

min u(x)>K { ом) \ wv д". (С.7) 
Q(x, о) О (x, 2p) 

Действительно, (C.7) сразу следует us (C.6), так как — и есть 

локальное [-субрешение. 


Теорема C.6. Если решение и уравнения Ги=0О принадлежит 
Н* (О (х, 20)) и обращается в нуль на 9% [| By (х), то справедливы 
оценки (С.6) и (С. 7). 

Если x GQ и 20< dist (x, 00), то эта теорема является элемен- 
тарным следствием теоремы С.4 и следствия С.5. Если же хе OQ, 
то справедливость ее будет видна из доказательства теоремы C.4. 

Для доказательства теорем С.4 и C.6 нам понадобятся несколько 
лемм. Первая из них аналогична лемме В.]. 


_ Лемма С.7. Пусть p(h, 6) — действительная неотрицательная 
функция, определенная для всех h>ky и р<Юо, невозрастающая по 
первому аргументу, неубывающая по второму и удовлетворяющая 
неравенству 


С 
Ф(Й, р) Зи Royle, КВ, (С.8) 
где > Ё> №, о<Ю < Ко и С, а, В, у— некоторые положительные 
константы, причем B>1. Тогда если 0<o i 1, mo 
p (Ro +d, Ro—oRo) =0 (C.9) 


g(%+¥)B/(B-DC fo (ke В ts -1 
pore = eg (C. 10) 


где d* = 
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Доказательство. Рассмотрим последовательности 
Е; = № -- 4— (4/2"), 0,= Ко — оКо-| (6Ко/2/) (С.11) 
и докажем по индукции, что 
ф(К,, Pr) <P (Ro, Ко)/2, где и =(а--у)/(В—1). — (С.12) 


При г=0 (С.12) очевидно. Пусть это неравенство выполнено для 
1, ..., 7. Покажем, что тогда оно выполнено и при r+1. Действи- 
тельно, из (С.8), (C.10) и (С.12) следует, что 


Ф (Rests Prat) <C [24 9+0 (от (Е, PrP <Q (Ro, Ко)/2 ео, 
Переходя здесь к пределу при г— со, получаем (C.9). §j 


Лемма С.8. Если о — неотрицательное локальное Г-субрешение и 
а = Cy (Q), то существует такая константа К = К (%, М, М), что _ 


\ ороз ах < К \ зо? ах. (С.13) 
а о 


Доказательство. По предположению 


} а (х) Ox Px; dx <0 уф = Но (62°), 


где О'’<Ои ф-—0 на ©’. Подставляя сюда ф = о?9, после неслож- 
ных преобразований получим (С.13). В 


Следствие С.9. [Гри тех же предположениях, что и в лемме С.8, 
справедливо неравенство 


(1 (av)2" al "= K { ajo? ах, 
Q о 


Для доказательства достаточно воспользоваться неравенством 
Соболева для функций из Ну (82). | 


11 


| 


Следствие С.10. При тех же предположениях, что и в лемме С.8, 
имеет место неравенство 


(ov? dx < К \ ло? ах [тез {x = © [ао 4 O}P. (С.15) 
о о 

Эта оценка следует из (С.14) и неравенства Гёльдера. 
Замечание С.11. Если хеД® и v—cybpewenue в H(Q(x, Ю)), 


обращающееся в нуль на OQ) Вь(х), то для 0 <р-< К выполнены 
неравенства 


K | 
| ет: | оз ах, (С.16) 
Q (x, 0) Q(x, В) 
к _ IN . 
| а < вру | о ах [тез {x 2 Q(x, К)|9> 0 М". (С.17) 
Я (%, 9) © (%, R) 
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Для доказательства этих соотношений нужно в лемме С.8 и в 
следствиях C.9 и С.10 выбрать a == С! (2) так, чтобы a=1 в B, (x), 
я = 0 вне Pa (х) и |, |< 2/0. 

Доказательство теоремы С.4. Поскольку и — локальное [-субре- 
шение, то функция 

тах (и, ^) — Е =и — ша (и, К) (С.18) 
также есть локальное [-субрешение для любой константы Rk (см. 
теорему 6.6), а при Е = 0 — субрешение в Н! (© (x, 20)), обращаю- 
щееся в нуль на OQ [| Bap (x). 


Пусть а == С5(®) таково, что a=1 в Q(x, 0), a=0 вне Вь(х), 
где р< К, и |a,|<2/(R— 5). Согласно следствию С.10, 


| и | (и— ах [шез A(x, ВМ, = (C.19) 
A(k, 0) А (К, К) 


где А (А, о) ={и|и(у) = А ПО (х, 0). Если > Р, то 


(a—k)?mesA(h, p)< | (u—kPdx< | (u—k)P ах. (C.20) 
А (В, 0) А (Е, R) 
Положим 
a(h, р) = тез А(й, 6), u(h,o)= \ (и Вах. (С.20 
А (В, о) ` 


Очевидно, что 


и (п, о) = [КИК — ру] и (Е, К)[а(®, RPM, 
a(h, о) <= [1/8 — и (Е, R). 


Для любых положительных чисел & и Y отсюда следует неравенство 


Ju(h, р) а (В, р) = 
< {КУК — р* в ив, В) "ав, В)РЫм. = (C.23) 


Пусть & и п таковы, что Е = 0%, 2&/N =6n, где 0 есть поло- 
жительный корень уравнения 0—0 — (2/№) =0, т. е. 0=(1/2) + 
+ И (1/4) + (2/N) > 1. Зафиксируем теперь n= 1, & = №0/2 и положим 
p(h, р) =|и(й, о) |а(й, р)". Тогда (С.23) может быть переписано 
так: 


(C.22) 


ф (A, = ор (k, К), (С.24) 


где h>k, р<Ю и 6>>1. Следовательно, по лемме С.7 при в == 1/2, 
№ =0, Ro=29 получим ф(а, о) =0 и а=К[ (0, 2p)]'9-2/2/(2p)N 9/2, 
Отсюда уже, просто получается оценка (C.6). Этим доказана теорема 
С.4. Доказательство же теоремы C.6 (с учетом замечания С.11) про- 
водится совершенно аналогично. 9 
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Теорема С.12. При тех же предположениях, что и в теореме C.4 
(или в следствии С. = справедливо неравенство 


ОЕ № v (u — вах” (ean cae (C.25) 
me) Soe R) К 


где 9 = (1/2) РУ (1/4) - (2/№)>1, р< В, A(k, В) ={уеО(х, R)| 
и (у) =} и РР — любое действительное число, если x GQ (или лю- 
бое неотрицательное число, если x & OQ). 


Доказательство здесь точно такое же, как и в теореме С.4, но 
только лемму С.7 нужно использовать с тем №, которое указано 
в формулировке теоремы. 

Рассмотрим теперь решение эллиптического уравнения 


N 
Luis b> (1), где ii == [5 (02), S==2. (С.26) 


i=] 


Теорема С.13. Пусть u— локальное решение (С.26). Toeda суще- 
ствует такая константа K=Ki(v, М, М), что если Вь(х) = 
= Q(x, В) = ® и $ > М, mo 


М 
] 1/2 _ 
max |и|=—< к \ и? м +- ps [ох к» м (C.27) 


Q(x, R/2) Q(x. R) 


Теорема C.14. Пусть x Е 0® и и— решение (С.26), равное нулю на 
021) Вь (х). Тогда выполняется неравенство (C.27) 


Доказательство теорем С.13 и С.14. Пусть v— решение уравне- 
ния (С.26) в Ну(®(х, Ю)). с u=v+w, где ш — решение 
уравнения [и=0 в А! (% (х, ) (в случае теоремы C.14 нужно 
потребовать, чтобы оно о в нуль Ha OQ) Bp (х)). 

По теореме С.4, следствию C.5 и теореме C.6 получаем 


шах |w|<K w? dx\"" < 
Q(x, R/2) ai oe ki 
1/2 1/2 
К \ га = | 02 ax | 
Q (x, К) ‚ К) 


Но, согласно теореме В.2, 


v2 ах)" < max |v|[mesQ(x, В)? = 
Q (x, R) Q (x, R) ‘ 


N | 
<К > Ао ко RO [тез (x, RP, 
{ == | | 
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и, следовательно, 


max |w|<= max |w|+ max |9|=< 
Q(x, R/2) Q(x, R/2) Q(x, R/2) 


N 
1 1/2 
р |= a a + № ое, Ry т 


Q(x, R) i=] 
Теоремы С.13 и С.14 доказаны. № 


ПРИЛОЖЕНИЕ О. НЕПРЕРЫВНОСТЬ РЕШЕНИЙ ПО ГЁЛЬДЕРУ 


В этом разделе мы предполагаем, что © CRY — открытое мно- 
жество класса S (см. определение С.1). Докажем сначала две леммы. 


Лемма D.1. Пусть ие Н! (© (х, R)) и A(k, R)={ySQ (x, R) 
u(y)=>k}. Тогда если существуют такие константы № и 0, 
O<6<1, что тез А (, R)<OmesQ(x, Ю), то для h>k>fy 
выполняется соотношение 


(h—k)[mes А (в, Ю)]-/м =< К \ lu, (#14 (0.1) 
A(k, R)\ Ав, Ю) 


где К =К (8, М). Кроме того, по неравенству Коши из (0.1) следует 
неравенство 
(п — К)? [тез А(й, Ю)]@м-2/М <= 

< К? \ | их (t) 2 dt mes {A (k, R)\A(h, R)}. (D.2) 


A(k, R) 


Доказательство. Если В > Е >> Ко, то v=min{u, h}—min{u, А} = 
= "(Ва (х)) и mes {хе Ва (%) [о ()=0] = тез {Ba(x)\ A(k, R)}> 
> (1 — 6) тез Вр (x). Тогда по лемме А.13 


mes A(h, В) = ГЕ | [ых (t) | dt 
А (Е, R)\A (В, R) 


9 


: 


что, очевидно, равносильно (D.1). § 


Лемма 0.2. Пусть ф — неотрицательная и невозравтающая функ- 
ция на [№ М], такая что 


(h —k)*|@ (A) P<C[M —k]*[9 (2) —@ (A)] (D.3) 


npukR<h<M, где a, В и С — некоторые положительные конвтанты. 
Тогда 


lim @ (h) = (), (0.4) 
й М 
Кроме того, если „= М —(М-— )/2", то 


ф (Rn) < 2°С (Ф ()/п) мВ. (2.5) 
3 Заказ 864 
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Доказательство. Так как = =(М-—№)/9й и M—ky = 
= (М -— ^)/2”-!, то, согласно (0.3), 
| Ф (Rn) |P = C2 [Ф (Rn-1) =o (Р»)]. 
Складывая эти неравенства при n=1,..., № и учитывая, что ф (kz) > 
=> (Ry), получим 
v| Ф (Ry) [P< 2%С [@ (№) — @ (Ai). 
Следовательно, @ (Ry) < (2°Сф (Ro)/v)/* и (D.4) доказано. № 
Пусть и — решение уравнения [и=0. Определим величины 


т (г) = int ie М (г) = sup и. 
о (xX, © (х, г) 


Теорема 0.3. Пусть и — локальное решение уравнения [и =0 и 
точка Хх ЕФ такова, что 


mes А (№, RNS + mes 2 (хо, Ю), (D.6) 
где Ко = 5 (М (2Ю)- т (2Ю)). Тогда 
lim тез А(й, Ю)=0, (0.7). 
fae М (2R) 


Теорема 0.4. Пусть xy» G02, © класса $ и и— решение уравне- 
ния [и=0, обращающееся в нуль на 09 [| Вь (хо). Тогда справедливо 
заключение теоремы D.3. 


Доказательство теорем 0.3 и 0.4. Пусть а = С%(9 (ж, 2R)) и 
a=! в О (хо, Ю). В силу леммы G.8 и замечания C.1l, при v= 
= тах (и, k)—k имеем 


| из ах = = | (и— К)? ах. 
К) А (А, 2R) 
Здесь А — любое число, если x G2, и RESO, если x GOQ. Из 
леммы D,1 вытекает, что при h>k 
(hak)? [тез А (й, К) 2-5 = 
<С[М (2Ю) - ЕР RY—? [тез А (Е, Ю) — тез А (в, Ю)|, 


и тем самым (2.7) следует из леммы 0.2.9 


Теорема 0.5. При тех же предположениях, что и в теоремах 
0.3 и 0.4, существуют такие числа yn, 9<y<l, и р>0, что 
при р < 

@ (0) < yo (46), (0.8) 


где w (р) = М (6) — т (0) — колебание решения и в © (хо, р). 


Доказательвтво. Мы можем предполагать, что выполнено (D.6). 
Действительно, так как mes{x @2(xo, Ю)|и(х) =} -- тез {х = 
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Q (x9, R)|—u(x) = А} <mesQ (хо, Ю), то по крайней мере для одного 
из двух решений и или — и соотношение (D.6) справедливо. Или же, 
по-другому, если хе ОХ, то для одного из этих двух решений 
ko = (1/2) [М (2) т (2Ю)] 0, и поэтому (0.6) выполняется. Если 
Ко, —=0 для и, то функция о = тах (и, k)—k равна нулю вне 0 Г 
П Bp (хо) и, следовательно, продолжается нулем в Вю (хо) \ 2 (хо, Ю), 
так что справедливо замечание C.11. По теореме С.12, где вместо № 
берем 
| к, = М (2R) —[M (2R) — т (2R)]/2**4 


и \ столь большое, что ky > №, получим 
М (R/2)<k,+K [М (2R) — Е] [тез A (Ay, В)/ ВМ 6-9 


с §6>1. Согласно теоремам D.3 и 0.4, у можно выбрать так, чтобы 
К [mes A (ky, R)/RNJOV2 < 1/2 и тем самым 


М (В/2) < М (2R) —[М (2R) — т (28) 2“. 


Кроме того, так как т (В /2) = т (2), то ® (К/2) <= (2R) [1 —(1/2%**)] 
и теорема 0.5 доказана. № 


Известно, что из этой теоремы следует непрерывность по Гёль- 
деру решения уравнения (упр. 18). Тогда, в частности, локальное 
решение уравнения Ги=0О удовлетворяет условию Гёльдера на 
`’ каждом компакте С в Q, или, другими словами, существуют такие 
константы Ки A, OX A< 1, зависящие только от v, М, М и ком- 
пакта, что 

osc Я (| \ rey (р/К)^, 
Q (x, р) 


Q (x, R) 
0<p<R <dist (С, 09). 


N 
Рассмотрим сейчас решение уравнения Ги= У, (fi)x,, которое обра- 


i=] 


(D.9) 


щается в нуль Ha OQ. 


Пусть vel (Q2 (x, 80)) — решение уравнения [9 == у (fi)s,- По- 

# = | 
ложим и=о-- и, где и — решение уравнения [=0, равное нулю 
на 0°[\ Ва (x), Поскольку ме u<2 Eis |v] +osew, TO по. тео- 


ремам D.5 и В.2 (если i, ы [8 (02), = 'N ) существуют константы 
K>0, 0—0, О<т<1, такие что 


o (0) = Yo (4p) -+ Ко!“ 0 < бо. (0.10) 


Отсюда следует, что и непрерывна по Гёльдеру на 2, и тем самым 
доказана теорема С.2. 


8* 
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Замечание 0.6. При тех же предположениях, что и в теореме C.2, 
существуют такие константы K>0, р >09 и О< <, что 


из 4х < Кро”?+*^, р< ро. (0.11) 


О (x, р) 


Доказательство. Достаточно заметить, что и— и (хо) — решение 
в О (х, Oo) того же уравнения, что и и, которое равно нулю Ha 
ОГ Bp, (хо), и что |и(х)— и (х%) | < Ко^ при хе (хо, 20) вследст- 
вие теоремы С.2. 

Используя теперь неравенство, аналогичное (С.16), для неодно- 
родного уравнения и решения и(х) — и (х), мы получим (0.11). 9 


Неравенство (0.11), согласно теореме Морри, влечет за собой 
непрерывность по Гёльдеру. решения и. Следует, однако, заметить, 
что если для двух переменных можно доказать (0.11) и вывести из 
него непрерывность по Гёльдеру, то для большего числа переменных 
мы должны сначала установить такую непрерывность, а затем 
вывести (D.11). 


Комментарии и библиографические указания 


Теорема 2.| впервые была доказана Стампаккья [3]. Другое доказательство 
дано в работе Лионса и Стампаккья [1]. Специальный случай симметричных OOpM 
был изучен раньше. Упомянем также работы Литтмана и др. [1] и Фикеры [1]. 

Первый пример вариационного неравенства был приведен в $ 3. Там препят- 
ствием служила функция из L*. В основном методе решения увязываются воедино 
вариационный подход к решению краевых задач с классической теорией потенциала, 
ибо при применении этого метода мы не выходим за рамки соболевских пространств 


Н\ $ (9). Более того, обобщенные производные функций, обходящих препятствия, 
явно вычисляются (см. теорему А.1 и следствия A.5 и A.6). 
Этот факт был хорошо известен для функций, которые абсолютно непрерывны 


в смысле Тонелли и/или Морри, но для функций из пространств Н ma (Q2), опреде- 
ляемых как пополнение гладких функций в соответствующей топологии, необхо- 
димы аккуратные рассуждения. Многие теоремы об эллиптических дифференциаль- 
ных уравнениях второго порядка в дивергентной форме доказываются с помощью 
этого результата, например слабый принцип максимума из $ 5, а также результаты, 
связанные со знаменитой теоремой Де Джорджи о непрерывности по Гёльдеру реше- 
ний этих уравнений. | 

Утверждения § 6, относящиеся к задаче с препятствием, используют резуль- 
таты уже упомянутой работы Лионса и Стампаккья [1] и работы Леви и Стам- 
паккья [1]. 

В этой главе мы не затрагивали вопросов гладкости решений (систематическое 
их изучение отложено до гл. IV), а ограничились лишь рассмотрением в этой связи 
одномерной задачи с препятствием. 

Некоторые факты, приведенные в приложениях к настоящей главе, относятся 
к содержанию всей книги. Кроме того, там даны полные доказательства результа- 
тов о неравенствах соболевского типа, об оценках в [° и непрерывности по Гёль- 
деру решений уравнений второго порядка с измеримыми ограниченными коэффи- 
циентами. Изложение последнего материала основано на работе Стампаккья [2]. 
Доказательство леммы А.4 принадлежит М. Крэндаллу, а леммы А.13—Э. Фейбсу. 
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Упражнения 


1. Пусть а— билинейная коэрцитивная форма на действительном гильбертовом 
пространстве H, т. е. | а (и, v)| <Ciullvl wav, И =а|ч| для всех и, о=Н 
(см. определение 1.1), и пусть O< P< 24/С?. Докажите существование такого 
числа 0, O< 6< 1, что 


|(м, о) — ра (и, 5) | < и] yu, оеН. 


2. Докажите теорему 2.1, используя предыдущее упражнение (Лионс и Стам- 
паккья [1)). 

3. Пусть F: Н— РЦ {-- со} —выпуклая, собственная (т е. не равная тождест- 
венно -- со) и полунепрерывная снизу функция. Тогда существует единственный 
элемент и ЕН, такой что 


а (и, 9-Е ()—ЕР (и) =0 yoe dH. 


Выведите отсюда теорему 2.1, полагая 
го-[ 7% 9 о=К, 
+ 00, véK, 


где / Е Н’и К — замкнутое выпуклое подмножество Н. 
4. Пусть Е — подмножество шара В, <”. Точки вида E=x+(y—x)/|y—x], 
очевидно, принадлежат сфере » единичного радиуса с центром в х Углом, под 
которым видно множество Е из точки хе B,, называется (N — 1)-мера множества 
{ = X|y ] EF}; он обозначается ang {x, Е}. 

Пусть существует такое т_> 0, что ang {x, Е} = т при всех хе B,. Пока- 
жите, что если функция ие Н! 1(B,) равна нулю на Е, то для каждого в > 0 


mes {x = В, ||и (х) | >56} = ws | | ty © | a (nil I), 


В, 


где С зависит только от Е. [Указание. Приспособьте доказательство леммы А.7 

к этому случаю. Рассмотрите билипшицево отображение Т: © > В„, т.е. такое, 

что O<A<|7Ty—Ty |//x—y|<B<-++co при всех x, уе; оно является ото- 

бражением «на».] | 
Покажите, что если ие Н! ! (©) равна нулю на Т (Е) (Е удовлетворяет усло- 

виям выше), то справедливо = ах = С | uz dx с некоторой констан- 

О 

той С > 0. | | 

5. Пусть ECQCRY, где © ограничено и открыто, и функция и = Н! ! (9) обра- 

щается в нуль на ЕЁ, Каким должно быть это множество Е, чтобы для некоторой 

константы В выполнялось . неравенство 


mes {хе Q| | u (х) | > 0} < |6) \ us (2) | ee 


(см. лемму A.13)? Необходимо ли для этого выполнение условий леммы A.13? 
6. Используйте упр. 4 для изучения вопроса существования решения (в рам- 
ках $ 4) смешанной задачи: 


—Au=f, и=0 на 010, du/dn=0 на д.50, 
где fe H~1 (52), OQ = 0,2 UY 0,2 И 0,2 [|] д@ = ф. 


7. Докажите лемму A.12.. 
8. Найдите функцию 


иЕК: (U— 4), dx = (fs о—и) yoeKs 
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где К ={оеН! (©) | $1 < < в Qh, Wy, Yo = M1 (9) wy = 0 < фо на OQ. 
9. Пусть © — область в RY, fen (Q), ре Н! (9), K={v |] H} (Q)|v>yp на Q} 
и 


ue kK: \ es, (v—u), dx => <, о—и) ywek. (x) 


Покажите, что если [е= L?(Q) uw ие Н? (9), то (*) имеет место тогда и только 
тогда, когда 

—Au—f>0,u—yp>S>0 и —(Аи-) (и =0 п в.в Я. (жж) 
Такой вид задачи называют «дополнительной формой» по аналогии с дополнитель- 
ной задачей Г[.5.4. 
10. Пусть © —ограниченная область с гладкой границей OQ, fEHA(Qhuge 


© [72 (00). Изучите для AG R вопрос существования и единственности функции 
ue К= {ое Л! (©) | о —=0. на OQ}, такой что | 


| [4e, @— и), +A ем] dx > (fs v—u) { в@—йа yor K. 
at. * : dQ 


Выпишите «дополнительную форму» задачи. 
11. Пусть снова © — ограниченная область с гладкой границей OQ и f = H-1(Q). 
Положим | 


И={о=Н} (6) | Av & H§ (Q)} < НЗ (8), 
K={vue@V|—Av>0 п. в. в Q}, 


а (и, ee (Aus; Avs; иж) dx. 


Докажите существование и единственность функции 
НЕК: а(и, о-и) = о-и) ТЕК. 
Запишите задачу в «дополнительной форме». Покажите, что существует константа 
с > 0, такая что | и! — из | p73 (Q) <¢|fi—felly-1(Q) где и; — решение вариационного 
неравенства, отвечающее fj. 
12. Покажите, что в задаче Неймана 
—Au=fBQ, du/ov=g на OQ, 


где fe Ll?(Q) и се [2 (AQ), решение существует, если выполнено условие 
совместности \ fdx+ \ с 4в =0. Найдите соответствующее условие для случая, 


о dQ 
когда } = H-1(Q) и g & L? (OQ). 
13. Пусть Qc RY — ограниченная область с гладкой границей 0Q, ф!, ф? = H1(Q) 
и ф! > 9? на OQ. Пусть, далее, К — замкнутое и выпуклое множество, образованное 
парами о= (01, и?) = Н!(®)х Я! (8), такими что > BQ ИФ, 97 = 9? 
на OQ, и пусть, наконец, (}, fe) + H1(Q)xH1(Q). Рассмотрите билинейную 
форму | 


= | (22,54, 1 x bx,) OT | (Хост pv°E?) dx, 


где A, u EGR, и изучите вопрос существования функции 
иеЕК: a(u, у-и = (|, vi—uw)+(fo, 2—1?) yuoeK, 


налагая, если это необходимо, ограничения на A HLL. 


14. Пусть Q <= В^— ограниченная область с гладкой границей OQ и Г, I’ — 
открытые непустые подмногообразия OQ, удовлетворяющие условиям: (i) ГИГ’ =, 
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(ii) TUT’ =0Q, (iii) ГПГ’ — гладкое (М—2)-мерное многообразие. Пусть, далее, 
fis № @ H- (9). Рассмотрите задачу: найти такие и1, из & Н! (©), что 


— Au; =}, j=], 2. B о, 
ии —из=0,  (du,/dn)+-(dug/dn)=0 на Г, 
Uy == Ца =0 на Г’, 


где п— нормаль к Г. Найдите ослабленную переформулировку этой задачи и 
покажите, что у нее существует решение. [Указание. Сформулируйте задачу для 
билинейной формы на гильбертовом пространстве Н == {и= (91, v2) | и; © Н! (9), 
i=1, 2; и— 0 ==0 на Г, ии = ==0 на Г’}.]. | 
15. Пусть и = НР (B,), где | <р<<и В, —шар радиуса г в рм. Покажите, 
что существует такая константа Y, a jJu—vy|Pdx<C \ иг dx для некоторого 
В 

г т 
C>0. [Указание. Для любой константы у справедливо равенство и— т = 
== [тах (и, y)—y]-+[min(u, y)—y]. Выберем теперь y так, чтобы меры тех 
множеств, где соответственно обращаются в нуль функции в первой и второй 
квадратных скобках, были >> (1/2) mes B,. Далее нужно воспользоваться леммами 
А.15 и А.14.] 
16. Докажите следствие A.6. [Указание. Предполагая, что | и (х) | < М, выберите 
такую последовательность f, С (— М, М), что |, (t)—> 6’ ( при |t|<M, 
52а, ..., ам, И покажите сначала, что [п (и (X)) их; (x) > 8’ (и (х)) их; (X) п. в. В 9. 
Затем запишите (в предположении, что 0 (0) =0) равенство 


u(x) 


мои dem —J lim \ fa (t) dt Coy (x) de 
Q Q 4-00 | 


Указанную здесь последовательность {f,} всегда можно выбрать, полагая, напри- 


| 
мер, м = >> \ 6 (т) dt.] 
|¢—t| < И" 

17. Пусть из е [$ (9) и Ow, == [$ (9) таковы, что и’ -—и п. в. в 9, w, >w 
п. в. в Фив [5 (0) и |1. | = \) п. в. в ©. Тогда и, и в LS (9). Используйте 
этот факт для того, чтобы показать, что если Ug =H! ° (©) и ии + ив Н! (9), 
то |ии|->|и| в Н\, $ (9) и, как следствие, тах (ии, 0) > тах (и, 0) в Н\ $ (9). 
Можно ли так рассуждать в упр. 14 или лемме A.4? 

18. Пусть & — непрерывная функция, определенная на |0, Ю] и такая, что 
0 = о (р) < по (46)--С (0/R)*, OP = К, где С =0, О<п<! иа>0. Тогда 


@ (р) <2 тах (® (К), СК) (P/RY, O<P<RA, 


где К — абсолютная константа и A=min (| log 1/1о5 4 |, a). [ Vxasanue. По индукции 
найдется константа К, такая что © (4-пЮ) <= по (Ю)+СКо%, n=l, 2, 3,..., 
если 47°<= R/p<4"*1; тогда 17—19 = 711, roe д= (105 R/p)/log4 и ® (6) = (4-"Ю).] 


Глава Ш 


ВАРИАЦИОННЫЕ НЕРАВЕНСТВА 
ДЛЯ МОНОТОННЫХ ОПЕРАТОРОВ 


1. АБСТРАКТНАЯ ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ 


Нам пришлось уже встретиться в гл. [ с монотонными операто- 
рами в конечномерном пространстве. Там монотонность была исполь- 
зована для доказательства единственности решения вариационного 
неравенства. Данная глава посвящена изучению вариационных 
неравенств в более общих пространствах. Здесь свойство монотон- 
ности найдет важное применение в вопросах существования решения. 
В предыдущей главе было показано, что вариационное неравенство, 
порожденное билинейной формой, имеет решение, если эта форма 
коэрцитивна. Для билинейной формы из коэрцитивности вытекает 
строгая монотонность, но, разумеется, не наоборот. Так и в общем 
случае, если выпуклое множество К неограничено, то для существо- 
вания решения в вариационном неравенстве нужно требовать еще и 
коэрцитивности соответствующего оператора (см., например, следст- 
вие 1.8). 

Пусть Х — рефлексивное банахово пространство, Х’— его двойст- 
венное относительно билинейной формы (., -): X’XX—>R (иногда 
говорят, что (., +) задает спаривание Х’иХ)и K C Х — замкнутое 
выпуклое множество. 


Определение 1.1. Отображение A: К—=Х” называется монотон- 
ным, если 
(Au—Av, u—v)>0 wu, оеЕК. (1.1) 


Монотонное отображение А называется строго монотонным, если 
из (Au— Av, u—v)=0 следует u=v. (1.2) 


Определение 1.2. Отображение А: K—X’ называется непрерыв- 
ным на конечномерных подпространствах, если для каждого конеч- 
номерного подпространства McX отображение A: КПМ-Х” 
слабо непрерывно. 


Определение 1.3. Отображение A: К —> Х’ называется коэрцитив- 
ным на К, если существует такой элемент ф = К, что 


(Au— Ag, и^ФЛи-—Ф|--Н < при |и|-0°, и=К. — (1.3) 
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Теорема 1.4. Густь К — непустое замкнутое выпуклое ограничен- 
ное подмножество Х и А: К-—Х’ — монотонное и непрерывное на 
конечномерных подпространствах отображение. Тогда существует 
элемент 


иеЕК: (Au, v—u)>0 week. (1.4) 


Отметим, что если A строго монотонно, то решение и этого вариа- 
ционного неравенства единственно. 
Докажем сначала лемму, принадлежащую Минти [1]. 


Лемма 1.5. Пусть К — замкнутое выпуклое подмножество Х и 
A: K— Х’— монотонное и непрерывное на конечномерных подпрост- 
ранствах отображение. Тогда для того чтобы элемент и Е К идов- 
летворял неравенству 


(Аи, v—u)>0 werk, (1.5) 
необходимо и достаточно, чтобы 
(Av, v—u)>0 yoek. (1.6) 


Доказательство. Покажем сначала, что (1.5) влечет за собой (1.6). 
В силу монотонности A, | 


0 = (Ау— Au, и— и) = (Ао, v—u)—(Au, v—u) yu, ЕК 


и, следовательно, (Av, v—u)>(Au, v—u)>0 при всех ЕК. 

Теперь докажем обратное. Пусть w < К; тогда о=и-- (и —и)ЕК 
для всех 0 — {= | вследствие выпуклости К. Поэтому, согласно (1.6), 
при #>0 имеем (A (и- 1 (и — и)), t(w—u))>0, или 


(A (u+t(w—u)), ш—и) =0 ywwek. 


Поскольку A слабо непрерывно Ha пересечении К с двумерной 
плоскостью, натянутой на и и W, то при 1—0 получаем, что 
(Аи, w—u)>=>0 при всех ши ЕК. § 


Доказательство. теоремы 1.4. Без ограничения общности можно 
считать, что 0 = К. Пусть М < X — конечномерное подпространство, 
j: М-—Х- оператор вложения uj’: Х’-— М’ — оператор, сопряжен- 
ный к j. Билинейная форма (., .)м, задающая двойственность 
между М’и М, определяется естественным образом: 


G, =i, Om хеЕМ, fex’. 


Обозначим Км=КПМ=КП/М и рассмотрим отображение j’ Aj: 
Ky— М’. Так как Км — компактное выпуклое подмножество Ми j’ Aj 
непрерывно, то существует такой элемент им & Ки, что (j’Ajuy, v— 
—имм—=0 при всех v@Ky (теорема 3.1 из гл. I), или 
(им=им, 9 =9) | 
(Аим, о— им) =0 yu & Км. 
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По лемме Минти (лемма 1.5) 
(Av, о—им) >=0 yore Ky. (1.7) 


Положим $ (v) = {ue K| (Av, v—u) =0}. Ясно, что для каждого 
ое К множество © (9) слабо компактно как слабо замкнутое подмно- 
жество ‘слабо компактного множества К (К ограничено по условию !)), 


Следовательно, множество. Г] © (9) слабо компактно. Покажем, что 


ЕК 
оно непусто. Для этого достаточно проверить, что 
S (03) П5 (92) П...П5 (Om) == D (1.8) 


для любого набора {91, ..., Um} < К ?). 

Обозначим через М линейную оболочку векторов {и1, ..., Um}, 
и пусть, как и раньше, Ки= КПМ. По тем же соображениям, что 
и выше (см. вывод (1.7)), найдется элемент име Км, такой что 
(Av, и— им) =0 при всех о=Км. Тогда, в частности, (Ад;, и; — 
— им) =0, i=1,..., т, и, следовательно, им Е S (5,), =a ны И 
Таким образом, (1.8) справедливо для любого конечного набора, 


и тем самым существует элемент ие Г] о (9). Ясно, что (Av, v— 
ve K 
— и) —=0 при всех v К, и тогда снова по лемме 1.5 (Au, v—u) > 


при всех v&K. М 


Решение вариационного неравенства (1.4) не обязательно единст- 
венно. Но легко проверить (используя лемму 1.5), что совокупность 
всех решений (1.4) — замкнутое выпуклое подмножество К. 


Следствие 1.6. Пусть Н —гильбертово пространство, К < Н — 
непустое замкнутое ограниченное выпуклое множество и Е: К — К- 
нерастягивающее отображение. Тогда совокупность всех неподвижных 
точек Е есть непустое замкнутое выпуклое подмножество в К. 


Определение нерастягивающего отображения дано в гл. I (опр. 1.1). 


Доказательство. Следствие доказывается очень просто. Действи- 
тельно, положим Н’ = H и в качестве билинейной формы, приводящей 
Н’и Н в двойственность, возьмем скалярное произведение (., .) 
на Н. Легко проверить, что коль скоро F — нерастягивающее отобра- 
жение, TO [ —F монотонно и, значит, можно применить теорему 1.4. 
Тогда ясно, что любое решение вариационного неравенства для | — Е 
является неподвижной точкой для F: 


(u—F (u), о—и) 0 уе К = (u—F (u), Е(и) — =0= и=Р (и). 8 
Сформулируем аналоги теоремы 4.2 и следствия 4.3 из гл. [. 


1) Напомним, что выпуклое замкнутое множество слабо замкнуто, а ограни- 
ченные слабо замкнутые множества в рефлексивном пространстве слабо компакт- 
ны. — Прим. перев. 

2) То есть что {5 (9)},ек есть центрированная система. — Прим, ред, 
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Теорема 1.7. Пусть К — замкнутое выпуклое подмножество Х и 
отображение А: К Х’ монотонно и непрерывно на конечномерных 
подпространствах. Тогда для существования 


и=К: (Аи, v—uy>0 yoeK 


необходимо и достаточно, чтобы нашлось такое КЮ >0, что по 
крайней мере для одного элемента Up Е Kp, для которого (Аир, ч— 
— ик) —=0 при всех vE Kp (где Кь= КП {v||v| <R}), выполняется 
неравенство |иь|< К. 


Следствие 1.8. Пусть К < Х — непустое замкнутое выпуклое мно- 
жество и отображение А: KX’ монотонно, коэрцитивно и 
непрерывно на конечномерных подпространствах. Тогда. 


quekK: «Аи, ии) =0 теК. 


Доказательства теоремы 1.7 и следствия 1.8 вполне аналогичны 
доказательствам их конечномерных аналогов и поэтому не приводятся. 
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В этом параграфе будут рассмотрены некоторые случаи, когда 
требование коэрцитивности заменяется более слабыми предположе- 
ниями. При этом ради простоты мы ограничиваемся линейными 
операторами в гильбертовом пространстве, а порожденные ими били- 
нейные формы будем предполагать неотрицательными. В нижесле- 
дующих первых двух теоремах будет объяснен так называемый метод 
эллиптической регуляризации. 

Затем мы рассматриваем полукоэрцитивную форму и доказываем 
для нее теорему существования при некоторых условиях на правую 
(неоднородную) часть вариационного неравенства. 

Итак, пусть X = H — гильбертово пространство, (., -) — скалярное 
произведение на Н, H’ — двойственное к Н относительно билинейной 
формы (., +), К — выпуклый замкнутый конус в Ни | eA’. 

Пусть, далее, а — неотрицательная билинейная форма на 
Н: a(v, и) =0. Определим оператор А: H-H’ условием (Аи, v)= 
=a(u, 9). Из теоремы 1.4 следует, что если К ограничено, то 


Я =+К: (Аш, 9—1) > f,u—u) УК, 
или эквивалентно 
Я = К: а (шо, О — Uo) > (f, 9—ш) ywek. 


Аналогичные утверждения верны, если К неограничено, HO выпол- 
нены условия теоремы 1.7. Однако если К неограничено и условия 
теоремы 1.7 не выполняются, то решения может не быть. 

В следующей теореме доказывается критерий существования ре- 
шения. При его доказательстве используется процедура, называемая 
эллиптической регуляризацией. 
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Введем следующее обозначение: | 
У = {ше К| (Аш, 9— ио) = {р v—Uy) ууеЕК}. 


Мы уже знаем, что это множество выпукло и замкнуто; увы, оно 
может оказаться пустым. 

Пусть В-— коэрцитивная билинейная форма на Н и geH’, 
Рассмотрим для каждого = >> 0 форму а(и, и) -- гВ (и, и). Ясно, что 
это билинейная коэрцитивная форма на Н, и, следовательно, по 
теореме 2.1 гл. П существует единственный элемент 


ии ЕК: а(иг, ч- иг) | ев (иг, о иг) > {- 6, 9- и.) ЕК. 


Теорема 2.1. Множество y непусто тогда и только тогда, когда 
существует такая константа Г, не зависящая от в, что |u,|<L. 


Доказательство. Пусть x = CQ. Поскольку y — замкнутое выпуклое 
подмножество К CH, то существует единственный элемент 


ше Х: B(uo, 9— 10) = (8, °—ш) YyoeyY. 
Кроме того, по определению x 
а (ио, 9 — и) = (р, 9—Ш) YUSEK. 


Положим U=U, в этом неравенстве, о=ио в вариационном нера- 
венстве, определяющем Us, и сложим их. Тогда 


а (шо, иг — Ш) На (иг, Up — иг) + ЕВ (иг, Up — Ug) >в (8, Uo — Ue). 


Но а(ш, и. — и) Ра (и, ш- и.) = — а(и. —Up, Из — 10) SO и, сле- 
довательно, В (иг, ш—Иг) = (8, Up —Ue). Так как форма В коэрци- 
тивна, то 


Во | иг < В (Ue, Ue) < В (из, Uo) +g, Иг — Uo) = 
< Си [иг | [шо [-Н Са (| ue] +] dol) = С (1 +] ше |, 


где С=С(ш|, в, В). Используя очевидное неравенство С |иг | < 
< (Bo/2) te P-H[C#(2B,)], получаем, что |itg]<L—=2-+ (C/o), THe L 
не зависит OT в. 

Пусть теперь |иг |< и L не зависит от e. Тогда существует 
подпоследовательность {Uy} последовательности {Ue}, такая что ии 
— слабо в Н. Очевидно, и ЕК. Мы хотим показать, что WEY 
По лемме 1.5 a(v, э— и) -- "В (9, v—u,) = о—и)--т (g, и — 
— и). Переходя здесь к пределу при 1—0 и учитывая, что ии 
— и слабо, получим 


a(v, о— и) >= v—-w) woe kK. 
Теперь снова по лемме 1.5 a(w, v—w)=>(f, u—W) при всех VG 
= К и, следовательно, wey. № 


Следующее предложение служит важным дополнением к теоре- 
ме 2.1. | 
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Теорема 2.2. Пусть |и.|<Ё и L не зависит от е. Тогда tu, 
сильно в Н сходится к элементу Uo, когда в —0, причем 


шЕХ и В(ш, 9— Ш) =(6, 9 Ш) YUSy. 


Доказательство. Поскольку |иг|=<[ равномерно по е, то по 
предыдущей теореме х == /Ф. Но тогда существует единственное ре- 
шение Up ЕХ вариационного неравенства 


В (шо, о — Uo) > (8, 9—1) YUEY. 


Так как |u,|<L, то найдется подпоследовательность {ип} после- 
довательности {u,}, которая слабо сходится в Н к некоторому эле- 
менту м ЕН: 
В первой части доказательства теоремы 2.1 было показано, что 
В (Uy, Uo — Ил) > (6, Ш— ии). Функция’ В (9, 9) слабо полунепрерыв- 
на снизу, откуда B(w, w)<lim ink B (Un, Uy) и поэтому B(w, uy — 
т> 


— и) > (8, Uy — Ww). 

Теперь докажем последовательно, что (i) =, (П) Ug—>Uo 
слабо в H, (iii) и. — шо сильно в Н. 

Поскольку шеХ U В(ш, О— Ш) =(8, 9—1) при всех VEY, 
то при wey имеем В (и, ш—ш) = (в, ш— и). Сравнивая это 
с неравенством, приведенным выше, получаем, что В (и — шо, ш — 
— wy) <0. Но форма В коэрцитивна и, следовательно, |ш — шо |= 0, 
т. е. Ш = Шо. 

Поскольку Up является пределом любой слабо сходящейся под- 
последовательности {и.}, то тем самым доказано, что и, -> ио слабо 
в ДА. 

Осталось показать, что эта сходимость сильная. Имеем 


Во [иг — Шо? = В (Ug — Uo, Ue — Шо) =f (Ug, Ug — Uo) — В (Uo, Ug — и). 


Так как В (№, И, — и) —>0 при #—0 и В(Иг, и, — ио) < (8, иг — 
— Uy) —=0 при =—0, то иг — Шо сильно в Н. № 


Оставшаяся часть параграфа посвящена применению теоремы 1.7 
к вопросу существования решения в вариационном неравенстве для 
некоторого класса некоэрцитивных билинейных форм на гильбер- 
товом пространстве. Эти результаты могут быть использованы для 
решения задачи с препятствием при граничных условиях нейманов- 
ского типа (Лионс и Стампаккья [1]) (см. упр. 12) или для иссле- 
дования задачи Фикеры [1]. 

Рассмотрим гильбертово пространство Н с двойственным Н’” отно- 
сительно билинейной формы (., +) и с нормой |-|, эквивалентной 


ро(+)-- р: (.), где 
ро (-)— норма, относительно которой 


Н — предгильбертово пространство, (2.1, i) 


рл (.) — полунорма на H, (2.1, 11) 
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Предположим, что 
М = {9 =Н | р! (9) =0} (2.1, iii) 


— конечномерное подпространство и существует такое Cy>0, что 


inf ро (9—0) = ар! (9) УМ. (2.1, iv) 
CEM 


Предположим далее, что а — непрерывная билинейная форма на Н и 
a(v, и) —=а (р! (9) чоеН и некоторого %>0. (2.1, У) 


В частности, если a(v, v)=0, то оеМ, но не обязательно 9 =0. 
Пусть, наконец, К Cc Н — замкнутое выпуклое множество, содер- 
жащее 0, и пусть | GH’ таково, что {=р-р, где 


fis 9) [< ср: (9) yoed, (2.1, vi) 

Go, SO <0 YOEMNK, C0. (2.1, vii) 

Теорема 2.3. Пусть выполнены все предположения (2.1). Тогда 
Яи ЕК: а(и, 9—и) = о-и) week. (2.2) 


Доказательство. Пусть Кь=КП{9||9|< 8}. Поскольку Kp 
ограничено, то по теореме 1.4 


Ниве Ка: a(ug, о— ив) =}, э—ив) yoSKe (2.3) 


Согласно теореме 1.7, решение (2.2) существует тогда и только 
тогда, когда |ир| < Ю для некоторого К > 0. 

Теорему будем доказывать от противного. Допустим, что не су- 
ществует решения (2.2), и покажем, что это приводит к противо- 
речию. 

В силу сделанного предположения, решение ир неравенства (2.3) 
удовлетворяет условию |ив|=Ю. Пусть вр = (1/Ю)ию, К =1; тогда 
|we|=1. Кроме того, так как К выпукло, ик еК и 0EK, то 
Wp ЕК. Подставляя v=0 B (2.3) (О еЕКь<К) и учитывая (2.1, У), 
получим 


a (Py (ик))* <= а(ик, ив) < ф, ив) —Ин/|ив|=Нн’ К. (2.4). 
_ Следовательно, р: (ик) =О(У R), или 
ра (шв) =О (У R), т.е. ра (шв) > 0 при В оо. 


Поскольку |@ю|=1, R=1, то существует такая подпоследователь- 

ность (которую мы снова обозначаем через {Wr}), что шв —> ® слабо 

в Н. Так как К выпукло и замкнуто, то и = К. Далее, py полу- 

непрерывна снизу, и поэтому р1 (№) =0, так что и + КПМ. 
Рассмотрим оператор проектирования Р: Н —> М, сопоставляю- 

щий каждому v@H элемент це по правилу: ро (9—1) = 

= inf ро (9—0). Такой элемент \ существует вследствие конечно- 
<ЕМ | 
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мерности М. Покажем, что если 9„—0 слабо в Н, то Ри. Ро 
(сильно) в М. 

Пусть (+, -)m и (+, °) м. обозначают скалярные произведения 
соответственно в М и в его ортогональном дополнении M1, Заме- 


тим, что можно определить (-, .)м следующим образом! 
1 
(и, м = (ро (и-9) — po(u—v)), 
и тогда скалярное произведение (-, .) Ha Н запишется в виде 


(и, 9) = (и, 9)м- (и, O) was 
В частности, если € &@ M, то (v, б)=(, б)м. Следовательно, 


(Pv, )=(, ©) \3еМ, (Pun, ШО=(,, 0 еЕМ 
и тем самым для некоторого С > 0 
|Pon|<|un|/<C ya. 


Так как М конечномерно, то из {v,} можно выделить подпоследова- 
тельность (обозначаемую снова через {v,}), для которой Pu, 6 = М 
при п— со. Ho v,->v слабо в Н, и поэтому (Pu, 6) = (6, ©), если 
СЕМ, т. е. 6= Pu. 

Покажем, что ро (Раю) -= сз>0 для достаточно больших Р. 
Действительно, в противном случае найдется последовательность 


Ю со, такая что ро (Рё) —0. Поскольку р (Wp) =O(1/V R), TO 


Po (Wr) < po (WR — PWR) + Ро (PWR) < ср (Wr) + Po (PWR) > 0. 


По условию норма |-| Ha Н эквивалентна po(-)-+p1(-) и, следова- 
тельно, |Wr|—O0. Это противоречит тому, что | и |=1, и нужная 
оценка доказана. 

Далее, так как № = М, то Pw =w и, значит, 


ро (W) = сз > 0. (2.5) 
В частности, МПК + {0}, ибо по предыдущему ше МПК и вслед- 
ствие (2.5) и 520. Таким образом (см. 2.1, vii), — (К, w) =28 >0 
для некоторого В > 0. По доказанному Рив — Рю = (сильно) в М, 


и поэтому найдется такое Ю,>0, что —(ф, Pwr») =В>0 при всех 
В — Юо. Тогда с учетом (2.4) будем иметь 


api (ив)? < <], ив) = (for ив Рив) | (fo, Рив) + (Н, ив) = 
<|fola-|Ur—Pur|+R (fo, Pwr) - сэр (ив). 


Следовательно, ops (ив) — К (fo, Рив) < с (ро (ив — Рив) + ра (ив)) < 
<c'p (ик), или —К (fos Рив) <c'p; (ив) = О (V R). Ho — Cfo, Pwr)> 
—В>0 при В =Кь, и мы приходим к неравенству BR<O(YV В), 
которое, очевидно, невозможно при больших КЮ. Полученное противо- 
речие доказывает теорему. № 
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3. ПОЛУЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 


В этом параграфе в качестве одного из примеров применения 
теорем 1.4 и 1.7 и следствия 1.8 мы находим решение задачи для 
полулинейного уравнения. 

Пусть 0 CRY — ограниченная связная область с гладкой гра- 
ницей OQ и К = {uv & Но (<) |, (x) <9 (x) < Yo (x) в Qh, где чл, Ye |] 
Ее Л! (62) [| Le (62) и yy (x) <O< (х), хе д. Пусть, далее, функ- 
ция Р: Q xk R-—R ограничена и измерима на компактных подмно- 


жествах © x и непрерывна и не убывает по второму аргументу. 
Определим оператор [: К — Н! (62), полагая 


(Lu, фу =(—Au+F (x, и), 9) = \ {ur Ox, +F (x, и) ф}4х, фе НЫ). 
а 


Тогда (Lu—Lv, u—v) = \ (и оз ах- \ (F (x, и) — F(x, v))(u—v) dx 
Q Q 


> (и— 0) dx. Таким образом, Г. — коэрцитивный и строго MOHO- 
Q ^ 

тонный оператор на К. Заметим, что L не определен на всем про- 

странстве Ну (2). Но, поскольку К выпукло и замкнуто, легко 

видеть, что оператор L непрерывен на пересечении любого конечно- 

мерного подпространства с К, и, значит, существует единственный 

элемент 


иеК: \{и» (о— и), Е Р(х, и) (9—и)} 4х>0 werk. 
о 


4. КВАЗИЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ 


Пусть отображение а: КМ - (Ю№)’, а(&)= (а, (&), ..., an (®)), 
непрерывно и монотонно (см. определения гл. I, § 4). (Р№)’ далее. 
отождествляем с RY. В этом параграфе нас будут интересовать неко- 
торые специальные векторные поля, удовлетворяющие определенным 
условиям роста на бесконечности и коэрцитивности. Более точное 
описание этих полей дает следующее 


Определение 4.1. Будем говорить, что а—сильно коэрцитивное 
монотонное векторное поле, если существуют такие Ry > 0, kK>0 
И Co>O, что 


|а (8) [<= К] $] YlEl>Ro, (4.1) 
(а; (8) — а; (yn) (Е —1:) =с|8—тР УЕ, nek. (4.2) 


Для сильно коэрцитивного монотонного векторного поля а имеет 
смысл выражение (—0/0х;) а; (и,) в Ну (2). Оноопределяет отображение 
$ (2) в H-4(Q), так как вследствие (4.1) а; (ux) EL? (6), L<i<N, 
если и & Н% (8). Это отображение строго монотонно (определение 1.1), 
коэрцитивно в смысле определения 1.3 и непрерывно на конечно- 
мерных подпространствах (определение 1.2). 
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В качестве примера рассмотрим векторное поле а(&)=&. Coor- 
ветствующий ему оператор имеет вид (—- д/дх;) а; (Uy) = — Аи. Оче- 
видно, что а удовлетворяет всем условиям определения 4.1. 

N 


Пусть f=fo— У, (0/0x:) fi = H-1(Q) и K—3amKuytoe выпуклое 


i 
подмножество в Но (2). Тогда, согласно теореме 1.7 и следствию 1.8, 
существует единственная функция 


иЕК: \ a; (Ux) (© — и), dx > \ {fo (v—u)+f;(v —u)x,\ dx 
Q Q | 
| ywek. (4.3) 
В качестве второго примера рассмотрим векторное поле 


а; (5) = (1-- 52) 9-2), EGRY, lxa<?, (4.4) 
и оператор. 


О us] a}. (4.5) 


Здесь мы также можем воспользоваться теоремой 1.7 и следствием 
1.8 для решения вариационного` неравенства с оператором А при 
1<a<2 и выпуклым множеством 


К = {= Но” (9) о =фв 9}, Ос рМ ограничено. 
Действительно, так как |а (&)| <= 1-+|& 1, то оператор А действует 


из Ну“(9) в H-'%(Q). Ясно, что отображение а монотонно как 
градиент выпуклой функции (1/0) (1 + §?)%/?, непрерывно на конечно- 
мерных подпространствах и коэрцитивно в смысле определения 1.3, 
т. е. для некоторого Фо Е К 


(Avu— AQos о— Фо) 


>= со при о > со. 
[9 — Фо I ah > Е р | Ibo Е 
0 


(2) 
(£2) 


Проверим последнее. Во-первых, заметим, что 


= 2\(A—-2)/2 7,2 1/a 
(Au, up Ul а) \ (1+ uz) и? a (| | tu, ри > 
> 2(%-2)/2 \ (и. — 1) a Lt | uw, | де (1 и |? а _: 
о Q о 
a lm mes Q / ( | ay | ax)" oe 
Q 


при [и Ihe “ae -- со. Во-вторых, 


| 
{Au— Ayo, ba) - (Au, и _ | a (их) | (9) [ol ta (Q) _ 
Е lly ® (gy a I ye (Q) lay а (Q) 
[и — Фо! 1, м 
Но’ (9) 


— [а (Фох) |e (а) т ИИ ; 
Но’ (9) 
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Справа в этом неравенстве первый член стремится к -+- со, когда 
|u| нь (gy > FO: а второй и третий члены ограничены. Это и озна- 
0 


чает, что а коэрцитивно. | 
Теперь из теоремы 1.7 с f © Н`\№“ (Q) следует a 
единственного элемента 


ue K: $ (1-41) @-2) Их, и). dx>(f, о—и) YyoeK. (4.6) 
Я 
Если a==1, то оператор А появляется в задаче о минимальной 
поверхности. Этот оператор выражает значение средней кривизны. 
К сожалению, к таким операторам нельзя применять абстрактные 
теоремы § 1. Мы разъясним это позже. 
Оператор средней кривизны связан с векторным полем 


а(® =, 1<i<N, EERY. (4.7) 


Строгая монотонность а следует из того, что а есть градиент строго 
выпуклой функции (1 + §)!/2, Однако векторное поле а не является 
сильно коэрцитивным, т. е. не удовлетворяет условию (4.2), и вариа- 
ционное неравенство (4.6) действительно не имеет решения даже при 
f=0 (см. Серрин [1]). Рассматриваемый важный случай («a= 1) дает 
повод для введения понятия локально коэрцитивного векторного 
ПОЛЯ. 


Определение 4.2. Непрерывное векторное поле а (Е) = (аи (), ... 
..., Ам (§)) называется локально коэрцитивным, если для каждого 
компакта Сс” найдется такая константа v=v(C), что 
(а (Е) —а(1)) Е —1) =у|&—п? при всех & тес. Заметим, что 
локально коэрцитивное векторное поле монотонно и что векторное 
поле (4.7) локально коэрцитивно. 


В дальнейшем будет полезна следующая 


Лемма 4.3. Пусть а — локально коэрцитивное векторное поле на 
RY и M>0. Тогда существуют сильно коэрцитивное векторное 
поле 4 и К>0, такие что а(&)=а(Ё) при всех || < М, и если 
|&[>>3М, то |4 (5) |< К| 5]. 


Другими словами, лемма утверждает, что вне некоторого шара 
можно так изменить локально коэрцитивное векторное поле, что 
новое поле уже будет сильно коэрцитивным в смысле (4.1). 


Доказательство леммы. Пусть а — локально коэрцитивное вектор- 
ное поле. Тогда существует такое >> 0, что 


(а (=) —а@(1)) (Е —т) =У|Е—тР УЕ |п|<2М 


Пусть, далее, ф и в— гладкие функции на R!, причем р неотрица- 
тельна и 
| 0—2=—2М, 


vO= о {> 3M, 
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а <‹— неубывающая функция и 
Е 0, Oxt=<M, 
=| | [—3М. 
Предположим еще, что g(t) = с, >0 при [=2М. Определим вектор- 
ное поле 4 (&) =1р (| & )а(&)- 28 (|) Е, где положительная константа R 
будет выбрана позже. Мы хотим показать, что A сильно коэрцитивно 
и удовлетворяет утверждению леммы. 
Пусть & чеЮМ и для определенности || < ||. Тогда 
0 |-> ($, и) —|тЁ= (1, $ —1) =1: (8—1). 
Рассмотрим отдельно несколько случаев. 
(1) |&[/<|n|/<M. Тогда @(§)=a(§), 4(1) =а(п) и ясно, что 
(2 (5) —@()) (5 —1) =v Е —1Р. 
(2) ЗМ = |5 |= 1]. Torna OG) he (SDE a ee a) и 
понятно, что (4 (5) —4 (т) (5 — м) =#| 5—6 —тР, =v. 
(3) M<|E|<|n|<2M. Тогда a) a(t) нЕ в = 
=a(yn)+g(|n|) 1 и, следовательно, 
(4(§) — @(n))(§ -- п) = (a(E) —а(т)) ($ —n) FR(e(/E)E— a(n) ny (8—1) => 
= Е МЕНА (8 (155 —&(1]) 0) (5 — 0). 


а что Е (2 (18|) Е —2 (п) 1) (&—1) =0. Действительно, 
(9 (5—2 тр т) (5 — т) =218) 15 —"Р- (5) —-&(11) 15 —n). 


Правая часть этого тождества неотрицательна, так как соотношение 
| |= 1| влечет за собой неравенство в (|8 )=2(|1|) и выше было 
показано, что п: (&—1) = 0. | 

(4) IM <|t|<|n|-<3M. Тогда &(§)=p(/§/)a(§)+kg(/§/)§, 
&(n)=p(|n|)a(m) +g (тт и потому 


(a (§) —4(n)) (E—n) =[$ (15) а(5) —+ (ма (1) (6 = 
+e[g(/§)§—g (ni) 9] (5—1) =$( 51 (а (5) —а(п)) ($6 -—W + 
+ (фт а (м) ($ — м) Аа (55 МР ($l) — 
—2 (тм (Е — т) = [$ (15) Фа (1) ($ — 1) +4518 —тР, 
ибо, как и в случае (3), [9(Е])—2(п|)] 1—1) =O. Поскольку 
р — гладкая функция, TO 
sup ee ae Snes. 


2M </§/<|n| <3M 
_ Следовательно, [rp (| § |) —ф (м |] a(n) (Е —n) =— Л: |$ —пР и, значит, 
[a (=) —&(n)] (& —n) = [Rg (8) — Ail |E-—n P= 

=> [Reo — Ki] |§ —n/?. 


Выбирая kR>max(v, (Kyi+%)/co), получим и для о 
случая, что [4 (5) —4 (и)] (Е —1) 251$ —1Р. | 
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Докажем теперь это неравенство для любых векторов & ит из КМ. 


Если |&|= ||, то нужное соотношение сразу вытекает из предыду- 
mero. Пусть |5|<|1|. Тогда существует не более шести точек &,, 
[=]|,..., j<6, на прямой, соединяющей € и NH, в которых эта 


прямая пересекает сферы радиуса М, 2М и 3M с центрами в нуле. 
Имеем 


а (=) —&(n) =a (=) —а4 (1) а (51) —& (Ee) +... 4 (=) — @ (1) 
И Е—м=(Е—М ИЕ) (§ — 5). 
Любые две последовательные точки & принадлежат одному и тому 
же шару, и поэтому 


(4 (5) —@ (n)) (§ — nH) = (@ (&) —@ (51)) (Е — Е) (Е ИЕ) 
+ (а (&1) — & (&2)) (&1 — &) (1&1 -пИ& — Se |) +... 
SvlE—EPUE—niWE—-&)+tvla—&P(E—ni& — |... = 
= &—1| (Е —&[-| &— &|-...) =у|8—1 1. № 


Из доказательства леммы видно, что если локально коэрцитивное 
векторное поле а класса Cl(R%), то 4 также может быть выбрано 
класса С1 (№). 

Заметим, кстати, что векторное поле класса С* (БМ) локально 
коэрцитивное тогда и только тогда, когда для каждого компакта С 
найдется такая константа v=v(C), что 


У OMSvIAP YESC, VER". (4.8) 
i, 7 


Действительно, если а локально коэрцитивно, TO для любого KOM- 
пакта С существует такая константа v=v(C), что 


[a(—)—a(mJ(E—n)SvlE—nP УЕ, nec. 
Отсюда следует, что если & Е ШС и nE& RY, To для некоторого e>0 


dla E+) — в (Лт, |<, 
i 
или УЕ а Е) в (ут, |< 
Переходя здесь к пределу при {—>0, получим 


da; (плит wer”. 


Понятно, что это пе для любого ЕС. 
Пусть теперь выполняется (4.8). Тогда 


1 
(a (&) —a(n)) в-0-5 (| (1—8) a E:—n) &—)> 
SvlE—n? ve nec, 
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где у соответствует множеству, которое является выпуклой оболоч- 
кой С. 

Кроме того, если | 0a;/Op;(€)| ограничено, то это влечет за собой 
(4.1), но обратное неверно. 


Комментарии и библиографические указания 


Мы затрудняемся назвать математика, впервые начавшего рассматривать моно- 
тонные операторы. Из современных математиков, заложивших основы этой области, 
назовем прежде всего Браудера [1, 2], Голомба, Минти [1, 2], Вишика [1], Саран- 
тонелло [1]. Именно Браудер систематически использовал свойство монотонности 
операторов при изучении нелинейных эллиптических уравнений. Исследование 
вариационных неравенств в таком контексте проводилось Хартманом и Стампаккья 
и независимо Браудером. 

Доказательства утверждений $ | следуют работе Хартмана и Стампаккья [1]. 
Материал § 2 взят из работы Лионса и Стампаккья [1]. Специальный случай тео- 
ремы 2.3 ранее был доказан Фикерой [1]. В § 4 используются результаты, принад- 
лежащие Брезису и Стампаккья [4]. Тот случай, когда монотонное векторное поле 
является градиентом выпуклой функции, рассмотрен Стампаккья [1]. 

Теория монотонных операторов имеет также интересные приложения к обык- 
новенным дифференциальным уравнениям и системам (Скиаффино и Троянелло [1], 
Вергара-Кафарелли [1]). 


Упражнения 


1. Пусть а—билинейная форма на гильбертовом пространстве Н и линейный 
оператор A: Н —= Н’ определен соотношением (Au, v) =a (и, и). Покажите, что A 
коэрцитивен на Н в смысле определения 1.3 гл. ПТ в том и только в том случае, 
если форма а коэрцитивна в смысле определения 1.1 гл. П. | 

2. Пусть Н —гильбертово пространство и а — неотрицательная билинейная форма 
на Н, Докажите, что функция и-—а (и, и) полунепрерывна снизу относительно 
слабой сходимости в Н, т. е. а (и, и) — ит ШГа (ие, иг) при иг-—=и слабо в H. 
3. Докажите, что множество решений вариационного неравенства (1.4) есть замк- 
нутое выпуклое подмножество в К. 

4. Пусть @ — ограниченная область в RN ‚ Y —3aMKuyToe линейное подпростран- 
ство L? (©), у — непрерывная возрастающая функция, такая что |5 (1 | = A+B tI, 
А, В—константы, F е= [2 (8). Покажите, что существует единственное ие 
=: uty(uy—Fe#+, где 1 —ортогональное дополнение к &#. [Указа- 
ние. Найдите ие &: = (u+ty(u)—F, о— и) = 0 при всех ve 6^.] 

5. Пусть К —замкнутое выпуклое ограниченное подмножество гильбертова прост- 
ранства Н, F: К —> К — нерастягивающее отображение и W: H — Н —сжимающее 
отображение, такое, что У (К) CK. Покажите, что Fe=(1—e) F+eW при 0<e< 1 
является сжимающим отображением из К в К и что если Xg—9TO единственная 
неподвижная точка Fe, то Xg сходится при &—>0 к неподвижной точке F. 


6. Пусть @ — ограниченная открытая область в RY, ЕиЕ — непустые замкнутые 
подмножества в Q ие АЯ! (9). Положим 


К={о= Я! (6) | о > на Е wn vs на F} 
и a(u, v)= чо, dx, и, ое Н! (Q). 
Q tot 


Покажите, что существует UGK: a(u, ч—и) =0 при всех ое К (см. Иорда- 
нов [1]). 
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he Пусть, Qc RX — ограниченное открытое множество и Т: L? (©) —> [7 (9) — коэр- 
цитивный монотонный оператор. Покажите, что задача нахождения функции и = 
© [7 (2), такой что u=>0, Ти = 0 и (и, Ти) =0 п. в.в Q, или эквивалентно 
п (и, Ги) =0 п. в. в Q, может быть сформулирована как вариационное нера- 
венство: найти 


иЕК: (Tu,v—u)y>0 уЕК, 


где К ={ие= [2(9) | 0—0 п. в. в 9} (см. Брезис, Эванс [1]). 
8. Покажите, что форма а (и, De) Au Avdx коэрцитивна Ha H} (Q) ПН? (©), 


Qc RV ограничено. Обобщите этот результат на форму а (и, = | АшАзи Ах, 
Q 
где Al u А?— линейные эллиптические операторы вида Alu=— (ait, iF + wu 
е/ 7] 


(см. Брезис и ге [1], Ладыженская и Уральцева [1]). 
9. Пусть © < RY — ограниченная область и Ай Ff} (Q) ПН? (©) + [2 (©), i=1, 2, — 
эллиптические операторы вида Аи = — (@ ‘its, ep 1=1, 2. Покажите, что реше- 


ние задачи Беллмана [1]: найти 
ие Н}! (9) ПН? (69): шш(АшШ-Ь А?) =0, 
где | е= [2 (©), есть решение вариационного неравенства: найти 


uc kK: | (Alu —f) A*(u—u)dx>0 wre k, 
Q 


где К ={и = H} (©) ПН? (Q) | А >0}, Найдите условия, гарантирующие сущест- 
вование решения в этом неравенстве (Брезис и Эванс [1]). 
10. Пусть К — замкнутое выпуклое подмножество рефлексивного банахова прост- 
ранства Х с двойственным Х’ и отображение A: К —> Х’ монотонно и непрерывно 
на конечномерных подпространствах. Тогда для существования 


иеК: (Au,v—u)>0 ywoek (1) 


необходимо и достаточно, чтобы нашлось непустое ограниченное подмножество С 
вК, такое что для каждого we К`\\ С найдется vEC, при котором < Aw, и—ш)=—<0. 
Кроме того, если К строго выпукло (в том смысле, что для любых и, о>еК 
точки Ли- (1 —^)о, 0<A<1, лежат во внутренности К) и А-1 (0) содержит не 
более одного элемента, то решение (Т) единственно. 
Это условие означает, что единственность решения уравнения Av=O влечет 
за собой единственность решения вариационного неравенства (I), если только К 
строго выпукло (Копполетта [1]). 
11. Покажите, что оператор средней кривизны Аи==р— (0/0x;) [41-м] не 
является сильно коэрцитивным, но векторное поле р/(1- р?) 
THBHO. 


12. Пусть 0 <= RY — область с гладкой границей OQ, K={v © Н! (9) |920 на OQ} 
И => (ids, @ H-1(Q), причем \fo dx <0. Покажите, что 


локально коэрци- 


que K: Na ae ae ye k. 


Запишите соответствующую дополнительную задачу и рассмотрите вопрос о един- 
ственности ее решения, 


Глава IV 


ПРОБЛЕМЫ PET YJISPHOCTH 


1. МЕТОД ШТРАФА 


Нам удалось применить абстрактную теорему существования 
к решению вариационного неравенства во многом вследствие того, 
что само понятие решения трактовалось очень широко: мы рассмат- 
ривали так называемые слабые решения. В настоящей главе детально 
изучается вопрос о гладкости таких решений. 

В граничной задаче для эллиптического уравнения гладкость 
решения такая же, как гладкость данных задачи. Однако решение 
задачи с препятствием не обладает этим свойством. Мы уже видели, 
что решение уравнения второго порядка не принадлежит, вообще 
говоря, классу С?, несмотря на гладкость данных самой задачи. Этот 
пример показывает, что наша теория регулярности должна быть спе- 
циально приспособлена к изучению вариационных неравенств. 

В начале главы приводится краткое описание метода штрафа. 
Следует подчеркнуть, что этот метод (часто используемый для дока- 
зательства регулярности решений) иногда может применяться и для 
доказательства существования, когда не выполнены предположения 
общих теорем. С этим мы столкнемся чуть позже. Метод штрафа 
заключается в том, что вариационное неравенство заменяется семей- 
ством нелинейных граничных задач и последующим доказательством 
того, что их решения сходятся к решению исходного вариационного 
неравенства. Основная трудность при этом состоит в получении под- 
ходящих априорных оценок. Отметим также, что существуют различ- 
ные способы выбора штрафа. 


2. ИНТЕГРАЛ ДИРИХЛЕ 


Пусть ® CRY — ограниченная связная область с гладкой грани- 
цей dQ, ре ЛД! (52) и ф< 0 на OQ. Положим 


K=Ky={v ] Ну (2) | 9—4 на 9}. 
Метод штрафа будет приспособлен к изучению следующей задачи: 
Задача 2.1. Пусть | = [2 (2). Найти 
uc kK: joe Ue ae hi Ou) ae ywek. (2.1) 
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Мы будем также предполагать, что 
f, тах (— Ayp—f, 0) = LS (8) для некоторого М << со. (2.2) 


Будет показано, что в этих условиях решение и неравенства (2.1) 
принадлежит Hs (Q) Cl (9), A=1—(N/s). Основным инструмен- 
том доказательства при этом является следующая оценка, основан- 
ная на теореме Кальдерона — Зигмунда: 

Пусть v = Ну(®) таково, что —Av=F в Q, где F & [5 (9). Тогда 


[92,8 (а) <= Со (5, 62) IF 15 (о). (2.3) 


Интуитивно ясно, что решение задачи 2.1 должно удовлетворять 
условиям | 


—Au=fsQ\1, —Аи=— Ав J, 
где /[ ={хеФ|и(х) =1(х)}, и поэтому нам надлежит найти и как 
решение следующей задачи Дирихле: 
Г в Я, 


hb. вов и=0 на OQ. (2.4) 


—Au=| 
Из результатов $ 6 гл. I] известно, однако, что —Au=f+u BQ 
(в смысле обобщенных функций), где и — некоторая неотрицательная 
мера с носителем в Г. Объединяя это с предыдущим, приходим 
к таким формальным соотношениям: 


ай = (— Аф—Рах в Г, du=0 в QN Г. 


Обозначим через 0 функцию 


=| о (2.5) 

0, #>0; 

тогда эти соотношения эквивалентны равенству 
du=(—Ayp—f)6@(u—y)dx BQ. (2.6) 


К сожалению, у нас нет способа заранее установить абсолютную 
непрерывность меры и (которая, конечно, следует из (2.6)) и опре- 
делить, что решение о задачи (2.4) (в которой / = [ (и) и u— извест- 
ное решение (2.1)) принадлежит К. Но тем не менее (2.6) приводит 
к рассмотрению следующего семейства задач: 


— Аи, = (— Ap—f)&&(ue—p)+f7 в Q, 
иг = 0 Ha 0%, 
где 0, — последовательность липшицевых функций, сходящаяся к 6 


(см. (2.5)) почти всюду в Р. Заметим, что поскольку и есть — A —f- 
суперрешение, то, как известно, [< {x|—Awy(x)—f=0} и можно 
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заменить — Ар —{ на тах (— Аф—}, 0). Граничная задача 
— Ди, = тах (—Ap—f, 0) 6. (иг —Ф-Р в ©, 
иг =0 на 00, 
называется иипрафной задачей. 


(2.7) 


Лемма 2.2. Пусть функция 0: © —Ю равномерно липшицева, 
невозрастающая и 0=—< 8 (1) <1. Тогда если выполнены условия (2.2), 
то существует единственное 


ше Н} (2): — Аш = тах (— Ар—7, 0)§(w—y) +f в Q. 
Кроме того (Со ($, 82) — константа в (2.3)), 
1% 2, 3 (о) < Со (5, £2) (2 IF les (а) +] max (— Ap —f, 0) [15 (gy). 


Доказательство. Заметим, что так как 0 ограничена, то 6 (и —1р) = 
= L©(Q) для любой функции w & [7 (42). Следовательно, обобщенная 
функция Lw, определенная соотношением 

(Lw, 6) = | {wx,Cx, — [тах (— Ap—f, 0) 8 (и —$ + ЛЯ dx, 
22 
принадлежит H-1(Q). Мы утверждаем, что L строго монотонно и 
коэрцитивно на Ну ($2). Действительно, поскольку функция 0 не воз- 
растает, то 
— [тах (== Ay —f, 0) 9 (w — p) — max (— Ay —f, 0) 6(v —%p)] (и — v)S0, 
и поэтому 


(Lw — Lv, w—v) = | (ш—0)1 dx — | max (—Ap—f, 0) (6(w —p) — 
Q Q 


— 8 (0—p)) (w—0) dx > | (и) dx =| —0 fina), 
Q 


Далее, сходимость W,—>wW в Hj(Q) влечет за собой слабую сходи- 
мость Lw,—Lw в H-'(Q), которая означает, очевидно, что L непре- 
рывно на конечномерных подпространствах в Ну (42). Применяя след- 
ствие 1.8 гл. III, ‘получаем существование решения w. Требуемая 
оценка следует из (2.3). §j 


Возьмем теперь конкретную функцию 


1, 1—0, 
9 (1) =11— (/=), Oxt<e, =>0, (2.8) 
0, t>e, 


и рассмотрим для в>0 задачу Дирихле: найти 
ше Н, (6): — Аш = шах (— Аф-— р, 0) 0, (и —Ъ-ЁР в 9. (2.9) 
Перейдем к основному результату этого параграфа. | 


90 [У. Проблемы регулярности 


Теорема 2.3. Пусть выполнены условия (2.2) и и — решение задачи 
2.1. Тогда u& Hs (8) [| С! ^ (8), A=1—(N/s), и, кроме того, если 
иг, е > 0, — решение (2.9), то иг‚-—=и слабо в Н* $ (®). 


Доказательство. Проверим сначала, что и, & К, или эквивалентно, 
обозначая =и, — тах (и., 4) (С = Ai(Q)), проверим, что &=0. 
В силу (2.9), 


\ {Uex, С», ая [max (— Ay —f, 0) 8(u,— р) +f] ch Е] ах = 
о 


и по теореме Грина \ {tpxSv, +- Arpt} ах =0. Вычитая это равенство 
из первого, получим ° | 

(иг — ф) би, dx = | [тах (— Ap—f, 0) 6, (ue — $) + А-Я Edx. 
Tax Kak : 


6х. a 


l 


| (Ue—wp)x,, если C<O, 
0, если C=0, 
TO 


) dx = \ [max (— Ap —f, 0) 8, (ue — tp) + A+ f]E dx. 
QQ 


{$ <0} 


Но неравенство 65(х)=и, (х) —1(х) <0 означает, что 6, (иг (x) — 
— p(x))=1 и, следовательно, 


(Я 4х= | [max(—Ap—f, 0)+Ap+f]Edx <0, 
Q {8 <0} 


т.е. с=0. По лемме 2.2 последовательность {иг} ограничена в Н?, ° (42) 
и поэтому содержит подпоследовательность {Ue}, которая сходится 
слабо в Н?, (©) и равномерно в Окйе H® з (2) ПС! ^ (0), A=1—(N/s). 
При этом йе К, так как и, К. 

Для того чтобы показать, что й — решение задачи 2.1, мы при- 
меним лемму Минти (гл. ПТ, лемма 1.5) к монотонному оператору, 
определяемому уравнением (2.9). Пусть о = К таково, что 9 = ф-б 
для некоторого 6>0. Тогда 


о» (о — ие), dx — | [тах (— Ap—f, 0) Be: (0 —Ф) +f] (0 — и») dx 20. 
Q Q 


Поскольку иг’ —й слабо в Н?, air то, переходя к пределу при 
e—>Q и учитывая, что 6, (9 —1) =0, когда e<6, будем иметь 


о, (0—1), ах— (9-й) ах=0 yo: p+b<vek, 
Q а | 


Теперь переход к пределу при 6—0 приводит к неравенству 
о, (и—й)„ ах \[(9—й)4х yoouk. 
Q | Q 
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Снова применяя лемму Минти, получаем, что й=и — единственное 
решение задачи 2.1. Из единственности, в частности, вытекает, что 
вся последовательность {и.} сходится к и слабо в Н?. $ (4). В 


Аппроксимации, которые мы использовали, обладают рядом инте- 
ресных свойств. | | 


Теорема 2.4. Пусть выполнены условия (2.2). Тогда если и — реше- 
ние вариационного неравенства (2.1) и uz, => 0, — решение wmpad- 
ной задачи (2.7) с функцией 8., определенной по формуле (2.8), то 
{u,} — неубывающая последовательность и 


и (х) <u,(x)<u(x)te ухе, e>0. 

Доказательство. Пусть e<e’ и бе Hy (2). Имеем 
\ (Ue — Ue)x bx, dx = \ max (— Arp — р, 0) [6e (иг, — tp) — 8, (ue —%p) ] бах= 

Q Q 
= | max (— Atp—f, 0) [82° (We — tp) — Be (иг — p)] бах- 
Q | | 
+ } пах (— Ap—f, 0) [Ge (и. — $) — 6. (иг —Ф)] бах. 
Q 


Положим здесь 6 = min (иг, — ие, 0), Обе Aj (Q); тогда 
2. Ах = \ max (— Ap—f, 0) [8 (we-—tp)—8¢" (Ug—tp) ] (и иг) dx + 
} 


Q {$ <0 
+ | max (— Ap—f, 0) [8c (We — tp) — 6. (We — $)] 5 ах. 
Q 


Функция 0. убывает, и поэтому [6., (иг, — 1p) — 9., (и. — 1$] (Wer — иг) < 
<0, а так как 0, (Г) < 6. (1) при exe’ и 6—0, то [0., (и, — $) — 
_ — 0, (и, —1)]б=—<0. Это значит, что 


2 dx=0, т.е. €=0 и и: = ие. 
О 


Из сходимости и, —и следует, что Up Su, => 0. Заметим далее, 
что и — суперрешение аппроксимационного уравнения. Действи- 
тельно, поскольку и — решение вариационного неравенства, TO 


\(u+e)xbe, dx — \ [тах (— Ap—f, 0) 6, (и =—4$) + Ябах= 

Q | Q 
= urbe dx—\fdx>0 weS0. (2.10) 
Q QQ 


Кроме того, ute=e>u, на 0%. Выбирая теперь €=min(u+e— 
—и., 0) (0 =беН, ()) и используя (2.7) и (2.9), получим, что 
и <и-:. 9 
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Аналогичным образом, в качестве аппроксимирующей последова- 
тельности функций можно взять решения й,‚ задач 


— Ай, = тах (— Ap —f, 0)6.(@e-—p) +f в 9, 


й: =0 на OQ, 
где 
1, [< —в, 
9, (= — (12), —e<t<0, 
0, t>0. 


При убывании = функции й, возрастают. 

Для того чтобы проиллюстрировать метод штрафа, мы рассмотрели 
ради простоты изложения выпуклое множество, ассоциированное 
с однородными граничными значениями. Основная идея заключается 
в том, что решение вариационного неравенства принадлежит классу 
Н?, ° (62), как только решение соответствующей штрафной граничной 
задачи обладает этим же свойством. Легко проверить, что утвержде- 
ние теоремы 2.3 остается верным для выпуклого множества К= 
={оеН! (2) оф в Q, v=g на OQ}, где ge? (9) и p<g 
на OQ. 

Перейдем к следующему примеру, который будет полезен при 
изучении задачи фильтрации (см. гл. УП) 

Пусть Q CRY — область с липшицевой границей 0® = 01 |] 0,2, 
где 0,92 и 0.0 — непересекающиеся открытые липшицевы гиперповерх- 
ности. Это означает, в частности, что определен оператор следа из 
At sa в [72 (916). Положим 


V={veM(Q)|u=0 на 0:8} 
и допустим, что норма в Нь ($2) является нормой и в И, т. е. форма 
| \9.2„ 4х, 9, SEV, 


Q 
коэрцитивна на У. Пусть f ] L?(Q), в, pe HH! (Q), p<g на 0,2 и 
К ={че=ЕН! (2) 9>=ф в Q и v—geV}. (2.11) 
По теореме 2.1 гл. П существует единственное 
и=К: \и, (ии), ах> \о-иах york. (2.12) 
| Q Q 


Функция и является также решением дополнительной задачи (дока- 
зательство этого мы здесь не приводим) 


(— Au—f)(u—y)=0 п. в. в ©, 
—Au—f>0, и—ф=0 п. в. в ®, 
u=g на 0,2, ди/ду=0 на 058, 
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где у— внешняя нормаль к 0282, Таким образом, вариационное нера: 
венство (2.12) связано со смешанной граничной задачей (см. гл. II, 
смешанная задача 4.9). Наша цель — изучить гладкость решения и, 
предполагая, что оно удовлетворяет условию (2.14) ниже. Подчерк- 
нем, что (2.14) не всегда имеет место: это зависит от того, как 
устроены множества 0,22, 0.022 и функция g. 

Пусть f [° (0), се AH? §(Q) для некоторого N<s<oo и 


ше Н!(9): —Aw=f в 9, 


w=g на 0,2, Ow/dv=0 на 02. 1:19) 


Пусть, далее, существует такая константа Со >> 0, не зависящая от |, 
что 


| 2, $ (а) <= Со [I Fes (о) НВ, s cay}. (2.14) 
В формулировке (2.13), конечно, имеется в виду, что 


Ш,» ах= \Сах yOoeEV, w-—geV. 
ii 


Q 0 

Теорема 2.5. Лусть {© 1“ (0), ф, се Н? (0) при N<s<oco, 
p<g на 0,2 и выполнено (2.14). Тогда решение и вариационного 
неравенства (2.12) принадлежит H* § (8) | Cl ^ ($), A=1—(N/s). 

Для доказательства теоремы нужно рассмотреть аппроксимацион- 
ные уравнения 

— Ди: = тах (— Ayp—f, 0) 6. (иг —Ф)-7 в ©, 
Ug=g Ha 0,2, Ou,/dv =0 на 022, 

где 6, определено по Формуле (2.8) и для оценки и. нужно восполь- 


зоваться неравенством (2.14). Детали доказательства мы оставляем 
читателю. 


3. КОЭРЦИТИВНЫЕ ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ 


Коэрцитивные векторные поля обсуждались в $8 4 гл. 1. Для 
того чтобы гарантировать гладкость решения вариационного нера- 
венства, необходимо рассматривать векторные поля по меньшей мере 
класса С. В этом случае определение 4.1 из гл. II] заменяется 
следующим. 


Определение 3.1. Векторное поле а называется С1-сильно коэрци- 
тивным, если а; & С* (ЮМ), | —<1=—М, 

(а(р) —а(9)) (р—9) =у|р-9Р, р, ч=К\, (3.1) 

|(0a;/Op;)(pP)| <M, peek”, 1ж j<N, | 


для некоторых 0 <у=— М оо. 
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Пусть © ограниченное открытое подмножество RX с гладкой 
границей 0%. Используя (3.1), легко проверить, что отображение 
и— — (0/0x;) а; (U,), че Ну ($2), определяет квазилинейный оператор 

А: Нь ($) = H*(Q), Ао= — (0/0x;) a; (Ux), 


который монотонен и коэрцитивен. Если v,—>v в Ну (6), то вслед- 
ствие гладкости поля а Ау, -— Av слабо в Н-! (9) и, таким образом, 
А. непрерывен на конечномерных подпространствах в Hj (Q). Более 
того, как было отмечено в конце $ 4 гл. ПТ, 


(0a;/0p;) (р) МЕ" Ур, E eR’, 

т. е. оператор А равномерно эллиптичен в обычном смысле. 

Пусть функция p © С? (0) такова, что тах ф > 0 и ф< 0 на 0. 

Q 
Положим | 
К = Ку= {о = Нь (0) оф в Q}. 
Задача 3.2. Дана функция f & L™ (8). Найти 
иЕК: \а (и) (о — и), ах=\[(о—и) ах yoeK. (3.2) 
Q 


02 


Существование решения в (3.2) было доказано в $ 4 гл. III, и 
даже при значительно более слабых предположениях относительно 1p 
и f. Здесь мы обсуждаем гладкость этого решения. 

Как и раньше, определим функцию 


1, 1—0, 
6, (#) =} 1—(t/e), O<t<e, 
0, [= 8, # > 0, 


и рассмотрим задачу Дирихле: найти 
_ шеЕН! (9): Aw=max(Ap—f, 0)6.(~—p) +f в 9. (3.3) 
Так же как и в предыдущем параграфе, проверяется, что оператор 
A,w = Aw — max (Аф— р, 0)6.(w—) +f, ®еНь (8), 


строго монотонен, коэрцитивен и непрерывен на конечномерных 
подпространствах в Н\} (9). Поэтому, согласно следствию 1.8 гл. III, 
существует единственное решение задачи (3.3) для каждого => 0. 

Сформулируем сейчас теорему, которая будет использована при 
установлении гладкости решения. Доказательство ее приведено в при- 
ложении, 


Теорема 3.3. Пусть а — векторное поле класса C1 и g GL” (9). 
Предположим, что существует 
u & H(Q): Au = —(0/0x;)a;(Uux)=g в QQ, 


и=0 на OQ er 
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и что 
(да;/дру) (их (х)) ЕЕ, =\|ЕР WEERY для и. в. x EQ, 
|(дак/дру) (их (х)) |= М, 1<i, j<N, 
для некоторых чисел 0 <у=—< М <с®. Тогда для каждого $ найдется 
Co=Co(s, у, М, 82), такое что |и |2, зо) Col Zz a). 

Отсюда сразу получаем 


Следствие 3.4. Если а есть С'-сильно коэрцитивное векторное 
поле (см. определение 3.1), то решение и задачи (3.4) удовлетворяет 
неравенству |и]н2, (а) <= бо | 8 [15 (9). 


В частности, справедливо 
Следствие 3.5. Если |= [^ (0) и иг, > 0, — решение (3.3), mo 
иг ЕН? ° (52), |1 <5<с<о и 
| el 72, з (о) <= 60 (2 | [15 (о› +] Atpica), 
Эти результаты позволяют доказать следующую теорему. 
Теорема 3.6. Пусть и — решение задачи 3.2. Тогда и & H* ® ($) [|] 
С+ ^ (2), 1<5<© и 0<^-< 1. Более того, 
1% [н2, в (о) Co (2 [1 [1 ‹о› +] Arp [1 (ay), 
где со = Со ($, 2, %, М), и если и, — решение (3.3), то us—u слабо 
в H48(Q) при е—0. 


Доказательство. Эта теорема по духу аналогична теореме 3.2, 
но ввиду ее частого использования приведем еще раз основные рас- 
суждения. Прежде всего мы показываем, что и, =К. Для этого 
рассматриваем срезку б = иг — тах (иг, p) = Ну(9), < 0, и доказы- 
BaeM, что на самом деле 5 =0. Согласно (3.3), 


(Aue, ©) = | шах (Ay—f, 0) (и.—$)-+Я 4х yo = Hi (Q), 
и так как бе Ht (Q) и ф— гладкая функция, TO 
(А 6) = Ах 
Е те о ее тЫ (в учетом того, что Bg (иг(х) — 


(Аи‚—Аф, = \ [шах (Ap—f, 0)—(Ap—f)] бах >0. 
{< 0} 


Напомним (см. гл. Il, приложение A, теорема A.1), что в смысле 
обобщенных функций | 
Цгх, — Wx 9 C< 0, 
С: —_ i i 
i 


= о, 6=0. 
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Следовательно, 
0= (Aue a Arp, С) = \ [a; (Uex) — a; (px)] (иг — р)»; ах > 
{< 0} 
>v \ (иг —))x,dx =v 2 dx, 
{t< 0} 1 о 1 
т.е. C=0. 


В силу следствия 3.5, последовательность {иг} ограничена 
в Н? (2), и поэтому из нее можно выделить слабо сходящуюся 
подпоследовательность. Ее предел й есть решение (3.2). Это доказны- 
вается точно так же, как в теореме 2.3, а именно дважды приме- 
няется лемма Минти (гл. III, лемма 1.5). Детали мы оставляем 
читателю. 

Поскольку решение и вариационного неравенства (3.2) единст- 


венно, отсюда вытекает, что вся последовательность {Ue} сходится к и. № 


4. ЛОКАЛЬНО КОЭРЦИТИВНЫЕ ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ 


Теорему существования из гл. [Ш нельзя непосредственно при- 
менить, например, к вариационному неравенству, связанному с век- 
торным полем 


а; (р) = ри(1- р*)**, реК\ 


(которое участвует в выражении для первой вариации интеграла пло- 
щади), так как это векторное поле не является сильно коэрцитив- 
ным (см. $ 4 гл. ПШ. Для того чтобы доказать существование и 
гладкость решения такой задачи, мы сначала установим априорную 
оценку для градиента решения. Затем мы преобразуем наше вектор- 
ное поле и тогда сможем воспользоваться предшествующей теорией. 

Нам потребуются для этого некоторые предположения о харак- 
Tepe области 9. Напомним читателю, что факт существования реше- 
ния граничной задачи 


д ae О 
улет ) BO 
u=gua OQ 


основан Ha определенных геометрических соотношениях между [и OQ. 
Напомним также, что векторное поле а=(а:, ..., ам) = С! (№) 
называется локально коэрцитивным (см. гл. Ш, определение 4.2), 
если для каждого компакта С CR” найдется у=у(С) >> 0, такое что 


[a(p)—a(q)(p—9)>v|p—g? ур, чес. (4.1) 
Пусть peC?(Q) удовлетворяет условиям тах ф>0, p<0 
| о 


Ha OQ. Положим 
K = K,y={0 © Hy *(Q)|o>p B Qh. (4.2) 
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Заметим, что выпуклое множество К расположено в банаховом 
пространстве липшицевых функций, которое не является рефлексив- 
ным. Будем далее предполагать, что QQ выпукло. 


Задача 4.1. Найти 
иЕК: \ а; (и,) (© —и), ах>0 УоеК. 
о 


Легко видеть, что, согласно (4.1), решение задачи 4.1, если оно 
существует, единственно. Сформулируем нашу априорную оценку. 


Лемма 4.2. Пусть Q выпукло, а — локально коэрцитивное вектор- 
ное поле класса С* и ие C1 (Q) [|] Н? (6) — решение задачи 4.1. Тогда: 
| Ux [22 (2) << [Фх [15 (9). 


Доказательство. Заметим сначала, что непрерывно дифференци- 
руемая функция и—\ф достигает своего минимума в каждой точке 
x = Г. Следовательно, 


их (х) = dp, (x), xel={xeQ|u(x)=H(x)}. (4.3) 
Так как и>ф в Q\ Г, то 
Аи=— (0/9х;) а; (и,)=0 в QA] 
в смысле обобщенных функций. Пусть & +В” и C]| Cy (Q\. 1); 
тогда 
0 = \ а; (Ux) (95/02), dx = — \ Oi; (x) (ди/05)х fx, dx, 
1 о \ / 


2 \ 
где aj; (x) — (да/др,) (u,), Il<i, j<N. 
Из локальной коэрцитивности а и условия | uy, | = L~(Q) вытекает, что 
Oi (x) | yESRY. ama. BQN] 
и ja,;(x)|<=M_~ np. BQN] 


для некоторых O<v<M <oo. Значит, мы можем применить слабый 
принцип максимума (гл. II, теорема 5.5) к (9/08) (x): 


Cute) (x) | == SUP. МОГ) (И) == 
ee a (SUD (OW OG) CY) SU OMOEA) |) ene de 


Второе неравенство следует из соотношения (4.3), и из него же 
следует, что 


|(ди/0Е) (x) | <= тах (sup | (94/0) (y)|, sup | (9/08) (4) |) ухе. (4.4) 


Вследствие выпуклости © для каждой точки хо е OQ найдется 
аффинная функция л, такая что л(%)==0, W(x) > шах (p(x), 0) 
4 Заказ 364 


- way 
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_ при x GQ, |, (x)|<sup |p, (х)|. Покажем, что 
Q 


O<u(x)<n(x) yre®. 


Положим для этого W=min (и, п) е К; тогда \ a; (Ux) (м —U)x,dx>=0. 
Q 


Ясно, что w—u & Hj (2) и An=— © а, (л,) =0 в ©. Таким образом, 


( a; (л„) (и — и), ах=0. Вычитая из этого равенства предыдущее 
р 


неравенство, получим 


| [а (ль) — a; (и»)] (w — Ш, ах <0. 


Поскольку векторное поле а строго монотонно, то ш=и, т. е. 
и < л. Аналогичным путем устанавливается, что и — 0 BQ. Пусть ий — 
внешняя нормаль к Q в точке ху = OQ; тогда 


0 — (1/1) [и (xo — hn) — и (ж)] = (1/1) [п (хо — п) — п (х)], №>0, 


и поэтому O<— (ди/дп) (хо) < — (дл/дп) (хо) <| x [+ (о). Следова- 
тельно, согласно (4.4), 


| (0u/0E) (х) | == 1фх [129 Yr E&. 


Наконец, для каждого =>>0 можно выбрать хо = © и ESR, такие 
что (0/0) (хо) =| их [< (о) —&, откуда получаем неравенство 


| Ux [129 (a) <= | Px [1 (ay +e. № 
Центральным результатом является 


Теорема 4.3. Пусть а— локально коэрцитивное векторное поле 
класса C1 на RY, QCRY — выпуклая область с гладкой границей 


и функция фе С?(0) такова, что тахф>0 и ф<0 на 05. 
Q 


Положим 
K={veHy (9) 9 = в Q}. 


Тогда существует единственное 


иЕК: \а:(и,)(о—и), ах>0 уоеК, (4.5) 
© Q 


и, кроме того, и = H? s(Q) [| С№ 4(Q) для 1<s<oo, O<A<1. 
Доказательство. Пусть M=sup|%p,| и @— сильно коэрцитивное 
Q 


векторное поле, такое, что 
а(р), если = М, 

a(p) = (р) |p| 
kp, если =| p|=> 3M. 
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Такое векторное поле было построено в лемме 4.3 из гл. III. 
Существует единственный элемент 


иеК: \4@(и,)(0—и), 4ах>0 yoeK 
о 


(см. § 4 гл. III). По теореме 3.6 и=С*(0), и поэтому мы можем 
применить предыдущую лемму и получить, что 


| Ux [12 (a2) <| Px [Lo (в) = М. 


Следовательно, Gj; (и,)=а;(и») и W—eQMHCTBeHHOe решение (4.5). 9 


5. ДРУГОЙ МЕТОД ШТРАФА 


В этом параграфе рассматривается другой вид аппроксимацион- 
ных уравнений, который основан на понятии монотонного графика. 
Мы показываем, что решения этих уравнений сходятся к решению 
соответствующего вариационного неравенства, Кроме того, это при- 
водит к еще одному доказательству гладкости решения. Дальнейшие 
вопросы регулярности изучаются в последующих параграфах. 

Мы всегда будем предполагать, что © CRY — ограниченная связ- 
ная область с гладкой границей 02. Выберем функцию a == С°” (©), 
такую что 
= 0, если t>0, 


a’ (t)>0 и a(t); < 0, если < 0, 
линейна, если |#| достаточно большое, 


и положим 
Ве (2) ==! - (11) а (1), e>0. (5.1) 
Заметим, что 
| 0, 2—0, 
шо о [< 0. 


Пусть фе С? (0) — препятствие, т. е. тах ф>0 и p<O0O на QQ, 
Q 
[= [7 (9) и а= (а, ..., ам) —сильно коэрцитивное С*-векторное 
поле. Мы будем аппроксимировать решение и задачи 3.2 решениями 
иг = Ну(52) уравнений 
Аи Ве (иг — ф) =f BQ. (5.2) 
Отметим, что так как функция В. невозрастающая, то оператор 
0— Ао-- в. (0—Ф-Ь ое Н}(), 


строго монотонен, коэрцитивен и непрерывен на конечномерных 
подпространствах. Поэтому существует единственное решение урав- 
нения (5.2). Его гладкость в ® следует из хорошо известной теоремы 
(аналогичной теореме 3.3) об эллиптических уравнениях. 


4» 
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Лемма 5.1. Пусть uz, <= <1, — решение уравнения (5.2). Тогда 


| A, еек SO 4 [Hel 51a) KU, 155800, 


где с1==2 (2 | |zo(ay +] Aplze (оу Е [1 [12 (0)) U Co=Co(v, М, $, Q)— 
константа из теоремы 


Доказательство. Пусть a, (ГР) = (1/=) а (1) =f, (ft) —et. Покажем 
сначала, что функция @, (и, —\1р) равномерно ограничена по в. Так 
как а, (1 =0 при ¢>0, то ag(ue—p)=0 на OQ. Вычитая Ap из 
обеих частей в (5.2) и умножая затем полученное уравнение на 
[&г (иг —$)]Р-*, где р> 0 — четное число, получим 


(Au, — Arp) [ог (Ue — tp) ]P-* + Be (Ue — $) [He (иг — p) PP = 
= (f — Arp) [о (ue — ip) ]?-7. 


Интегрирование по частям первого слагаемого в левой части этого 
равенства приводит к соотношению 


\ (Аи. — Arp) [о (Ue — tp) P* dx = 
Q 
= (p— 1) \ [а; (Uex) — а; (фх)] (иг — p)x, Oe (иг — tp) [ (иг — sp) ]Р-? dx > 0 
Q 


вследствие монотонности а, четности р и того, что ae (1) =0. Таким 
образом, 


8 \ (иг — tp) [ (Ue — ФР dx + | [в (иг — ф)]р ах = 
Q | Q | 
< ) (f — Аф) [в (иг — Pp) P Ads. 


Снова, так как р четно и ta(t)>0, оба слагаемых в левой части 
полученного неравенства неотрицательны и поэтому 


Го (иг — Фрая < ИА— Arp| |e (иг — $) |? 4d. 
Q 
Оценивая интеграл справа по неравенству Гёльдера, будем иметь 
[ое (и, — ¥) fc? (ay < 1 — AV Iz? (ay [% (и, — 4) Роз, 
или |0, (и, — $) [р (а) SIP— Афр. 
Переходя здесь к пределу при р-— со, получим 
| He (иг — $) [1 (я) <|f— Arp [и (о). (5.3) 


Теперь покажем, что сама последовательность {иг} ee 
Запишем (5.2) в виде 


Au,-+ eug =f — % (и, —ф)--ер=а, 
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rie се [,” (2). Умножая обе части этого равенства на (U,)?-} 
(р четно) и затем интегрируя, придем к соотношению 


(p — 1) \ a; (Игх) Мех, (Uz)? dx +e мг dx = аи" dx. 
о о Q 


Первое слагаемое неотрицательно, так что O<e \ us ax = \ gue? dx. 


Теперь снова применяем неравенство Гёльдера и | получаем elu, |2 (о) — 
—=|а|р (gy Откуда следует, что | 
€ | Ue [155 (2) <= [8 [155 (2). (5.4) 


Вернемся к уравнению (5.2) и оценим его члены с помощью (5,3) 
и (5.4) для 0<8=— 1: 


| Ate [155 (9) <2 (| Fz (ay +I — Аф La (Q) + 8 | lz (ay) = 
<2 (2 | [15 (a) +] Arp [ze (ay +] plz (ay) = ст. 


Этим доказано первое утверждение леммы. Второе следует из тео- 
ремы 3.3. § 


Теорема 5.2. Пусть и — решение задачи 3.2, а иг, O<e<l,— 
решение уравнения (5.2). Тогда 


и—и слабо в Н* $(), 1l<s<oo., 


Доказательство. Пусть {te} — подпоследовательность {Ug}, которая 
сходится слабо к йеЕН?, ° (42). Для доказательства того, что й есть 
решение вариационного неравенства, воспользуемся стандартными 
рассуждениями. Поскольку оператор 


и— А-В. (о —ф)—Ь ve Но (9), 
монотонен, то по лемме Минти 


\ a; (0x) (U —Ue)x, dx + \ Be (9—1) (YU — иг) dx > (о — иг) dx 
Q Q о 


yo = Hy © (©). 
Пусть о=4ф-- 6 при некотором 6>0. Тогда В, (о —) =e(v—p)>0 
при #0 и, в силу слабой сходимости, 


\ a; (Ux) (0 —й), dx > \ f (v — i) dx. 
Если й(х)—1 (%) <—26<0 для некоторых x EQ и 6>0, 
то найдутся окрестность B, (Xo) и го >0, такие что при &’ <= 
иг, (х) —1ф(х) <—6<0 ухе By (x0). 
Следовательно, 


Ber (ter (х) — tp (х)) = 8" [We (x) — th (x)] + (12°) & (ue (x) —т (х)) = 
=> eC - (1/г’) < (—6) yx & By (xo) 
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и константа С —0. Отсюда вытекает, что 
| Ber (Uer — $) [5 (ay = #/С + (1/e’) |%(— 6) |-= со, &’ +0. 


Ho это невозможно, и поэтому Й—1}, т. е. HEK. 
Поскольку любой элемент 9 == К мы можем приблизить функциями 
v’ @ K, для которых VU’ > jp, то в результате получаем неравенство 


а: (Ux) (0 —й)„ ах > \Ро-й)ах уоеК. 
Q 


о 


Теперь еще раз применяем лемму Минти и приходим к тому, что 
й =и— решение задачи 3.2 § 


6. ОГРАНИЧЕННОСТЬ ВТОРЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 


В этом параграфе мы показываем, что если поле а и функции 
| и f удовлетворяют определенным условиям гладкости, то вторые 
производные решения вариационного неравенства ограничены. Этбт 
результат оказывается полезным при изучении коинцидентного мно- 
жества решения и. Сначала он доказывается для аппроксимацион- 
ных уравнений (5.2). При этом мы предполагаем, что векторное поле 
сильно коэрцитивно. Однако следует заметить, что если и — решение 
вариационного неравенства типа (3.2) для локально коэрцитивного 
векторного поля, то это поле можно так изменить (в соответствии 
с леммой 4.3 из гл. ПГ), что и будет уже решением задачи для 
сильно коэрцитивного векторного поля (см. § 4). 

Как обычно, ® c RY — ограниченная связная область в гладкой 
границей 0®. Предположим, что векторное поле а е= С? (RY) сильно 
коэрцитивно, | 


её С! (0), (6.1) 
функция \ = C2(Q) удовлетворяет условиям 
max p> 0 и ф=<0 на 0%. 
Пусть функция © е= С” (Р) такова, что 
<0, если #<0, 
a (Г) 
—=0, если #20, 
a’ (К =0, ТБ, и a’ (t)<0, (ER. (6.2) 


Положим В» (1) == -[ (1/е) & ({). Очевидно, что В ()>0и Be (1) <0 
для каждого t @R. Обозначим через и, == Hj (2) решение уравнения 


Auct+Be(ue—p) =f BQ, O<e<l. (6.3) 
Как было показано в $ 5, решение (6.3) существует и единственно. 


Кроме того, последовательность {из}, 0 < г «<1, ограничена в H® (42) 
при каждом 5, 1<s<oo, 
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Теорема 6.1. Пусть выполнены условия (6.1) и (6.2). Тогда для 
любого компакта К <Q найдется такая константа C=C (К) > 0, 
что 


Sup | Uex,x, (Х) | = С, 1 р j<N, O<exl. 
К 1 


Доказательство опирается на оценки снизу несмешанных вторых 
частных производных. Для их получения рассмотрим неравенство, 
возникающее после двукратного дифференцирования (6.3). На первый 
взгляд этот подход не кажется многообещающим. Однако производ- 
ные высших порядков функции и. выражаются через дивергенции 
функций из [5 (2), $5> М, и тогда мы можем применить теорему В.2 
из гл. П. При этом важную роль в получении дифференциального 
неравенства играет вогнутость Вх. 


Лемма 6.2. Пусть и, О<8=< 1 — решение (6.3) и множество 
К <Q компактно. Тогда существует такая константа С. = С. (К), 
что для любого направления & GRY выполнено неравенство 


(02/0?) ug (х) >С; ухеЕК, O0O<e<i. 


Доказательство. Пусть в е= (0, 1] и и=и,. В процессе доказа- 
тельства мы не будем отмечать зависимость каких-либо величин OT & 
и будем обозначать через const любую постоянную, не зависящую 
от & O<e<l. Удобно будет считать, что и = С* (6). С этой целью 
предполагаем временно, что 1, f H а обладают достаточно высокой 
гладкостью. Поскольку окончательная оценка для С. зависит только 


от | (8/08) Fle оо» IP ly2% coca И SUP, |[9%4j/(Op.0px)] (ts) |, то ясно, что 


результат справедлив и при предположении (6.1). 
Заметим, что для каждого |, |1 <] =<М, 


5) 3 (3). } = би (аз +) 


и, следовательно, 


0? д (0a; О?и д (0 (0a; (5: 
0Е? И Ox; sey (ape (и (и 5(=).) — Е (i (us)) =).}- 
Так как В” (1) =0, то 


sab (и =Р (uy) Us + 8" UW щЬ- < 
<p’ (и —1) (и — Deg. 
Из этих двух соотношений получаем, что 
д [да 
— (я (et), + м-н 
д 0 OO д? 
ON; 0 ion дЕ р (Ux) де Г. (6.4) 
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Обозначим через L=L, линейный оператор 


и заметим, что 

vA Pes о, ogi (Ux) diy УЛ = Ю^, 
6.5 
27 (и) р 
Pi 
для некоторых O<v<=M<o, не зависящих OT в. Это следствие 


сильной коэрцитивности а и ограниченности и, (лемма 5.1). 
Фиксируем теперь компакт К CQ, и пусть = Cy (®) — такая 


функция, что C=1 на К и C0 B ®. Можно показать, что для 
любого w & С? (Q2) 


L (Cw) = thw — 52 (w 5 (us) bx) — 


Е (25% (их) ы,) ых р (=. (их) Sx A (6.6) 


Положим в (6.6) w = и: и умножим (6.4) на 6. Получим 


L (Cugg) + Фиша (м mn (tz) bx) — 


= (ues SE (и (их) ies ax; Ы (их) и: 


Oo 90а; 


<M yxe®, 1<4 |< М, 


Перепишем это в виде 


L (Бизе) + Cp’ (u — p) и at (Ux) ae ‚ = 


= (ues 5 Use x 1 (uy) Cs) + ues a Gr (их) bx) + 
+ д (Сож eae (бр. (4) — Sep ay и et (ux) + 
+52 (65) —Serge (6.7 


Любое слагаемое в правой части полученного неравенства (за исклю- 
чением членов, содержащих /) представляет собой произведение вто- 
рых производных и на ограниченную функцию или производную от 
такого произведения. Следовательно, (6.7) можно записать в виде 


№ 
L (Силк) + EB’ (u— th) (U= Pex Sot Dd) в), (6.8) 
i= | 


м 
ге №, 1818 (о) «а const (14 [, зо) KI fe hes о) 
0 
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для любого |=<$< со Согласно теореме 5.5 гл. Il, существует 
решение & = Но (Q) задачи © 
М : 
Lw=go+ DS (Si), в ©, 
— 
w= 0) на 0Q, 


и по теореме В.2 ra. П 
М 


|W [> (gy const У, | 2; [15 (о) = const. 
0 


Из (6.8) получаем, что 
L (Suge — №) ++ CB’ (и — 1) (ик — Hye) SO в 9. 


Пусть теперь х Е —Takaa точка, где Си: — и достигает своего 
минимума. Если 6 (хо) =0, то 


С (xX) Use (х) — (х) S— w(x) в 2 
и тем самым 
С(х) Use (x) = — 2% | (о), 
Если же & (%)>0, то же, [ (би — и) |, < 0 и, следовательно, 
EB’ (и — 1) (№ — thee) |x. = 9. 
Пусть 6 (xo) >0 и В” (2) > 0; тогда иле (хо) >= Wee (хо) и поэтому 
С (х) Uge (х) — W (x) > 6 (Xo) иль (хо) — W (Xo) >= 6 (Xo) Wee (Хо) — & (хо). 
Таким образом, 
С (x) ила (x) == — [4$ 42, со (о) — 2 |W [1 (9) = 02 (К), xe, 
и, в частности, 
из (Хх) = ухеК. № 


Доказательство теоремы 6.1. Как и раньше, при доказательстве 
не указывается зависимость каких-либо величин от 2, O<e<l. 
Фиксируем некоторый компакт К <=, и пусть х, Е К. Без ограни- 
чения общности можно предполагать, что Их к, (Хо) = 0, [==]. Пусть 


С — ортогональная матрица, 
у= (ит, sory ум) = Xo+C (x — Xo); 
и’ (у) =u (x) =u (xo +C (y — хо)), 


где ‘C — матрица, транспонированная к С. Отсюда следует, что и’ — 
решение уравнения 


— (0/6;) ав (Uy) ЕВ (и —ф)=Р ов ©, 
| и’ =0 на 0%’, 
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где wp’ (у) =^ (х), Г (y) =f (x) И а — Хо). Векторное поле a’ 
определяется формулой 
a’ (р) = Са (Ср), 


причем векторы а, а’и р понимаются как вектор-столбцы. Согласно 
(6.1), а’ сильно коэрцитивно, ибо 


(a’ (р) —а’ (4), р-а) = (а(Ср) —а(С4), ‘Cp —*Cq) > 
= v|'Cp—'CqP=v| p—qP, 
где у— константа коэрцитивности первоначального поля а. Кроме 


TOTO 
| Oa; (р) be 
Opi OPr| — | a 


Следовательно, для и’ справедливы заключения лемм 5.1 и 6.2 
с константами С;, {=1, 2, умноженными, быть может, лишь на oy 
некоторой функции № переменных. Выберем С так, чтобы yy (Хо) = 


при {== |. Это означает, что про eaCpee ранее точку хе К МЫ 
можем предполагать, что Их, (Xo) =0, 1527. Тогда 


Аи (хо) = — У (0a;/0p;) (их (хо)) Ux,x, (Хо) 
И (0a;/0p;) (их (хо)) => 0, =. 2. eee, N. 
Таким образом, 
| ] > д 
Cy< Ux.x, (Xo) < og ( Аи [1 (a) —(N —1)C ne Ee (их (%o)) } | 


"dx (р) 
др: OPm 


rs 1<i, j, R<N. 


1<i<N, C=min(0, С.), 
и поэтому в Любой системе координат (Xj, ..., Хм) 
|ux,x,(%0)|<C(K), южеК, 1<i, |< М, 
с некоторой константой С (К). № 
Теорема 6.3. /Густь выполнено условие (6.1) и и-— решение зада- 


чи 3.2. Тогда для каждого компакта К CQ существует такая 
константа С (К), что 


[М хх, (x) | <C(K) ухЕК. 


Доказательство получается из слабой сходимости и, к ив Н?*,$ (9) 
и теоремы 6.1. 


Следствие 6.4. Пусть выполнено (6.1) и u— решение задачи 3.2. 
Если, кроме того, ф< 0 на 02, то ие H?.©(Q 


Доказательство. Так как ф< 0 на 0%, то существует окрестность 
00 в ©, где и>ф, и, следовательно, в этой окрестности Au=f. 
Теперь стандартные рассуждения показывают, что и = С? в указанной 
окрестности, а в ее дополнении и GH? по теореме 6.3. a 
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7. ОГРАНИЧЕННАЯ ВАРИАЦИЯ 


В этом параграфе мы показываем, что если выполнено (6.1) и. 
y= СЗ (52), то Au есть функция локально ограниченной вариации. 
Это позволит установить ряд геометрических свойств коинцидентного 
множества. | 

Перейдем к точным определениям. Пусть wo < ® — открытое MHO- 
я"ество. Говорят, что функция f = [1 (®) есть функция ограниченной 
вариации Bw, или f= ВУ (®), если существует такая константа 
C>0, что 


\ for, ах 


© 


«Се, 1<i<N, убеС”(0). 


Вариация У. функции f = ВУ (wm) определяется формулой 


N N 
уе зар {Sf dr]Gecr@, Mach = 
То 1 


Если У ‚< со для каждого @ < @ C ®, то мы говорим, что } — функ- 
ция Локально ограниченной вариации, и пишем } & ВУ (8). 

Легко усмотреть, что при N=1 наше определение переходит 
в классическое определение ограниченной вариации. Действительно, 
обобщенные производные функций из ВУ (®) суть меры (заряды) 
на ®. Это следует из теоремы Шварца, поскольку обобщенные 
функции Т; = <’ (9), 1—1=— М, 


(Ta С) on Vof «| Cdx —{ Cx f dx, Ce Cy (Q), 


© © 


неотрицательны. Теперь если f,—>/f слабо в [Л и f, = ВУ (w), то 
V of < lim inf Vofn. 


n—-oo 
Пусть Е < © — борелевское множество и фее= ВУ (2)1). В этом 
случае будем говорить, что E — множество конечного периметра (в 2), 
а сам периметр P(E) определим как 


Р (Е) =Уо(фь). 


Ey и Ec О — компактное многообразие с гладкой границей OF, то 
а поверхности OE в классическом смысле. Таким 
образом, в общем случае P(E) (когда он конечен) служит некоторой 
характеристикой типа площади поверхности границы К. 

_ Пусть Е — множество конечного периметра. Обозначим через pj, 


i=1,..., N, меры, которые суть обобщенные частные производные 
фа, т. е. 
| pebx,dx=\ Сар, 6еС°®(9), 1=1,..., М, (7.2) 
о о - 


1) Pg — характеристическая функция множества ЕЁ. — Прим. перев, 
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Если зирр С] 0ЁЕ = Ф, то ясно, что \ ФЕС», dx =0,.и поэтому 
Q 


supp; COE, i=1,..., М. (7.3) 


Формулы (7.2) и (7.3) являются аналогами теоремы Грина для MHO- 
жеств конечного периметра. 

Наконец, отметим, что если Е имеет конечный периметр, F CE 
и mes(E\F)=0, то P(E)=P(F). Это сразу следует из (7.1). 

Как и в предыдущем параграфе, наша цель — доказать локальный 
результат. Читателю, который хочет воспринять лишь аналитические 
идеи доказательства, рекомендуется ниже не обращать внимания на 
функцию б и на все граничные интегралы. 


Теорема 7.1. /Густь выполнены условия (6.1) и (6.2) и, кроме того, 

р е== С° (42). Пусть, далее, и, O<e<l, — решение уравнения 

(6.3). Тогда для каждого открытого множества © CBC суще- 

ствует константа С (®) >> 0, не зависящая от в, 0 <= 1, такая что. 
У (Аи.) —<С (®), 0<8=1. 

Перед доказательством этой теоремы отметим два ее следствия. 


Теорема 7.2. Пусть выполнено (6.1), фе С3() и u— решение 
задачи 3.2. Тогда Аи & ВУ (© 


Доказательство. Утверждение сразу следует из полунепрерывности 
снизу вариации. § 


Следствие 7.3. Пусть выполнено (6.1), фе С3(9) и Аф—}=0 
в ®. Тогда если и — решение 3.2, то его коинцидентное множество 
[= {хе О |и (х) =1(х)} имеет локально конечный периметр в Q. 


Доказательство. Поскольку Au & ВУ (9) и 0 => Аф—[е= С! (©), 
TO . 
| фг (x) =[Аи (x) —f (x) /[ Ay (x) — fF (x)] п. в. в 9 


есть функция локально ограниченной вариации в ®. № 


Доказательство теоремы 7.1. Как и раньше, не будем отмечать 
зависимость каких-либо величин от в, O<e<l, и будем обозначать 
через const любую постоянную, не зависящую от в. Рассмотрим. 
следующую последовательность гладких функций Ys, 9 > 0, которая 
аппроксимирует sgn #: 


|195 (© |=<1, 1(=0, —w<t<oo, 


—l, #<0, 
уз (0)=0, limys(t)=sgnt= 0, t=0, 
6—0 dL, 1>0. 


Для данного ow CGC выберем такую Е Се Сь (0), что 
C=] наюхи О—<б=—1в ®. 
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После дифференцирования (6.3) по направлению & получим 
(0/05) Au +B’ (и — т) (и: —ф:) = (0/08) f BQ, . (7.4) 


[(0/0&) Аи] Cys (ue — Ye)-+ B’ (и — p) (U— $): So (Ug — Ye) = 
= (Of/05) Svs (Ug — pz). (7.5) 


Обозначим y= 76 (uz a ip). Тогда вычисления показывают, что 
] [(0/0§) Au] Cy dx = \ (9/05) ay (Ux) ух 5 dx ++ 1 (0/05) а; (Ux) YE x, dx = 
= \ (Oaj/Opi) (Ux) [(диж/0х;) — (Orp,/0x;)] ух б dx + 
zs | (0/08) а; (Ux) ox, dX + ) (Aaj/Op;) (их) (0/дх:) ет» 5 dx. 
Поскольку а монотонно и у’ >0, то 
} (da,/Op;) (их) [(Oug/Ox;) — (Orp,/Ox;)] кб dx = 
= | (da,/ др.) (и) [(ди:/0х;) — (Orp,/0x;)] [(диз/0х;) — (фе Ox;)] y'Sdx = - 0. 
ae 
aa \ [(0/05) Аи] %б ах = ) (0/0x;) [(0a;/0p;) (их) Pex, 8] зах — 
a — { (6/08) 4 (ts) be, de. 
Заметим теперь, что 


\ a5; Е (ix) Dex. Ва 


да 
< su Ee u 
\ a api ‘ *) 


зиррё 


г. (| Pex,x, |] Ex, [фхд |) de + 


+f sup lap [У 50 (a) ten | 4% 


Op;OPr 
supp ¢ 


и, значит, 
“el ) [(0/05) Аи] yo dx <const (|ples(suppy + Пин, (0) (7.6) 
Q | 


для Любого $=< со. Эта оценка не зависит от ви 6, и поэтому, 
° используя (7:3), будем иметь 


\ cp’ (и — 1) Yo (Ug — Wg) (и — Pe) Cdx< 
Q 


<const + | fe|| ve (из — Ys) | dx <const. 
Q 
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Напомним, что 
: — . | д 
lim 3% B (u 1) ¥9 (4, — Ye) =| 5 BU) 


для каждой точки из ©. Следовательно, по теореме об ограничен- 
ной сходимости \5| (0/08) В (и — $) | 4х < сопз{. Возвращаясь к (7.2), 


получаем : | 
\1(9/0Е) Аш |5 ах <const + {8 | (9119) [ах <const + (1/№) С (©). 
Q Q 


Теперь после интегрирования по частям приходим к требуемой 
оценке. № | 


8 ЛИПШИЦЕВЫ ПРЕПЯТСТВИЯ 


В этом параграфе более детально изучаются задачи с препят- 
ствиями с целью включения в рассмотрение липшицевых препят- 
ствий, И в частности их важного подкласса многогранных препят- 
ствий. Ради простоты изложения мы ограничиваемся условиями § 4, 
а именно считаем, что ® CRY — выпуклая область с гладкой гра- 
ницей OG и а— локально коэрцитивное векторное поле класса С1. 
Пусть функция фе Л! ® (52) является препятствием, т. е. 


тах р >0 и ф<0 на OQ, 
Q 


Далее нами исследуется 
Задача 8.1. Найти 


иЕК: \4,(и,)(©—и), @х>0 yoek, 
о 


где К =Къь= {о = Hy ® (9) оф в Qh. 


Теорема 8.2. Существует единственное решение и задачи 8.1 и, 
кроме того, | Их [оо (о) <= | Wx [со (Q)° 


Доказательство. Эта теорема есть непосредственное следствие 
теоремы 4.3. Обозначим М =зир|4ф»|, и пусть функции tp, = С? (®) 
| о 


таковы, что | 
тах фо >> 0, Po < 0 на dQ, I Фох [оо (о) <= M-+o 


и 3—1 равномерно в 9 при в-—0. 


Если Ug — решение задачи 8.1 с препятствием ‘hg, TO из теоремы 4.3 
следует, что | | 


[Мох [оо (а) <= М-о И | Uo [5 (а) < С, (8.1) 
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где С не зависит от о при малых о. Следовательно, из {ug} можно 
выбрать подпоследовательность (обозначаемую снова {и‹}), которая 


сходится слабо в Н!(®) и равномерно в Ок некоторому элементу 
1 
u &C (9) 2! (9). Кроме того, так как | [оо (gy Slim inf Иса a= 
= М ии—тф, то и=К. 
Для доказательства того, что и — решение задачи 8.1, восполь- 
зуемся снова леммой Минти (гл. III, лемма 1.5). Пусть оЕКи 


о>рв Q. Тогда найдется такое 0’ >0, что > для всех o< 
<0’ и тем самым 


\ a; (Vx) (0 —Ug)x,dx>0 yo<o’ 
Q 
При o—0O получаем 


ueK: a; (0x) (U—U)z,dx>0. (8.2) 
О 


Легко видеть, что (8.2) справедливо для любого ve К, и поэтому 
по лемме Минти и — решение задачи 8.1. Единственность, как всег- 
да, следует из строгой монотонности а. № 


Теорема 8.3. Пусть @ — класс всех липшицевых суперрешений 
оператора Av = — (а; (9х))х, которые мажорируют ap в Q и неотри- 
цательны на 90%. Тогда если и — решение задачи 8.1, то 


и (х) = inf g(x) уха. 
веб | 


Доказательство этой теоремы мы не приводим, ибо оно ана- 
логично доказательству теоремы 6.4 гл. П. Однако сформулируем 


Следствие 8.4. Пусть и и U — решения задачи 8.1, соответствую- 
щие препятствиям ф и Ф. Тогда если ф<Ф в®, mou<U в®. 


Доказательство. Функция U есть суперрешение оператора A и 
{Х = Ф=— 0. Теперь все следует из теоремы 8.3. §f 


Теорема 8.5. Пусть и ии’ — решения задачи 8.1, соответствую- 
щие липшицевым препятствиям p и \’. Тогда 


| u—u * [со (Q) = |» —‘p’ [со (Q)° 


Доказательство. Обозначим т=| —\’ [оо (9) тогда из неравен- 


ства = и следует, что 1’ = ф-т = и-|- т. Поскольку и +m — 
суперрешение, то по теореме 8.3 и’ << и-- т. Аналогично, ии’ т 
и поэтому |и— и’ |= м. 


Рассмотрим теперь следующую возможность. Пусть ф е= H!: 7 29(Q)— 
препятствие, которое удовлетворяет условию 


фе С?(И) для открытого И < 9. 
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По теореме 8.2 найдется такая последовательность {Po}, что фо 
сходится вместе с производными до второго порядка включительно 
к 4 равномерно на компактных подмножествах И. Для каждого 
o>0 обозначим через Ug & Ky, решение задачи 8.1, и пусть иг — 


аппроксимации Ug, определенные в (3.3). (То, что рассматриваемое 
здесь векторное поле лишь локально коэрцитивно, не столь важно, 
так как мы можем всегда его заменить (согласно лемме 4.3 гл. III) 
на сильно коэрцитивное векторное поле, не зависящее от 9) Итак, 
иг удовлетворяет условиям 


Au, = тах (Atpg, 0) 6, (и, — $) в ©, 
иг == 0 Ha OQ. 


Зафиксировав открытые подмножества U" CU’ CU, можно лока- 
лизовать оценку в следствии 3.4, заменяя и, на Cus, где &— соот* 
ветствующая срезка. В результате имеем 


| Atte [5 (у) Const (| Ао [оо y+) + || Ue со yy) 
Переходя к пределу при e—O0, получим неравенство 
[Аша [оо си») Const (| Афо [оо (иль) + | Ша [со wy) 
и, учитывая, что | ис [1о>(о) <= | Фо [1°(а)» приходим к оценке 
[Шо |2, зу») < ©0184 (| Ао оо (у) Е Иа [шоода)). 


Так как Ug—>u слабо в H1(Q), то 
Из — и слабо в Н?,з ((”), 1l<s<oa, 
и, следовательно, 
| И |2, s(U”) <— const (| Ap loo (7) + | ф | со (в). 
Этим доказана 


Теорема 8.6. Пусть и — решение задачи 8.1, соответствующее 
липшицеву препятствию p. Тогда если феС? (U ) для некоторого 
открытого множества U 2, то ие Н?, $ ((”) для любого откры- 
того множества И" < 0" < И. 


В качестве следствия сформулируем следующий принцип про- 
филя контакта 1). 


Следствие 8.7. Пусть а— локально коэрцитивное векторное поле 
класса C?, ф — липшицево препятствие, такое что \р & С? (И) для неко- 
торого открытого множества U < 2, и Аф=0 в U. Тогда если и— 
решение задачи 8.1, соответствующее ф, то Au=0 в И и либо 


u(x)> p(x) yrel, 
либо u(x)=p(x) yreedU. 


1) В оригинале «principle of the face of contact». —/7pum. перев. 
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Доказательство. По предыдущей теореме и = H* °(И”) для лю- 
бого открытого множества И” CU" CU, и поэтому мы можем 
найти Au по той же теореме. Ясно, что Au=O0 в И”П (8). 
В ИП Г имеем и=т, и, = Vx, l1<i<JN, и, следовательно, 


Их, (Х) = tpx,x, (Х) ie. Un: 


Таким образом, Au=Aw=O0 в И’ (в смысле обобщенных функций). 
Гладкость а означает, что и, р = С?, ^ (И”) для некоторого A>0, 
По теореме о среднем 


(и —1р) = — (9/9х;) CH (x) (0/0x;) (и —1р)] =0 В Я 


1 
где ов; (х) = \ (да/дру) {1px (x) + [их (x) — $. (x)]} de. 


0 


Это значит, что и — р — решение уравнения [9 =0, где 
Lv = — (0/0x;) [6% (x) (0v/0x;)]. 


Вследствие того что функции и, ф гладкие и а;, aj; =C!*(U"), Mor 
можем применить классический принцип максимума и получить 
неравенство 


u(x) — p(x) > И (u—p), xeU’, 


за исключением Tex x @U”, для которых u(x)=p(x), x О". В 

Если, например, ф — многогранное препятствие, то коинцидент- 
ное множество состоит из некоторого числа граней и частей ребер; _ 
впрочем, оно может состоять лишь из кусков ребер. 

Мы можем использовать предыдущую теорему для изучения 
задачи с препятствием, когда препятствие определено лишь на 
части 2. Предположим, что Е < ® — компактное множество и фе 
=С\(ЁЕ) допускает продолжение до функции из H1(Q). Пусть a— 
сильно коэрцитивное С?-векторное поле и, как прежде, 


A: Hj (Q)—> Н-1 (8), Avu=—(0/0x;)a;(v,), че Но (2). 
По теореме 1.7 и следствию 1.8 гл. Ш существует функция 


иЕКь (Аи, о—и)>=0 yoSeKy, 


Ky= {о © Но ($2) 9—1 на Е}, O22) 


Обозначим через w & H1(Q\ Е) решение задачи 


Аш=Ов Ф\Е, ш=ф на OF, w=0 на OQ, 
и пусть 
p(x) хеЕБ, 


Fo) w(x) xeQNE, 
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Предположим, что функция ф липшицева в &. Тогда существует 
липшицева функция 


й=Ку (Ai, о—й)>=0 уоеКу, 


a 8.4 
Ky = {0 = Ao (2)|v>H B 9}. ee) 
Докажем, что и=й (тогда, в частности, получим, что (8.3) допус- 
кает липшицево решение). 
Поскольку Аф=О в QE, то по предыдущей теореме й=ф 
или й>фв Е. Но в обоих случаях 


At=0 в Q\E. (8.5) 


Пусть v]@ Ky u #>0. Положим у, = тах (p—v—e, 0) и заметим, 
что Ve = 0 в окрестности 0 |) Е. Следовательно, Ve & Ho (QE). Опре- 
‘делим теперь функцию Ue = - о, = Kz, Согласно (8.5), 


(Ай, о—й) =(Ail, и: —й)\—(Ай, 03) =(Ай, vf -—й), 
и так как Ug —> 09 =U-++ 0) = Ky при 2—0, то из (8.4) следует, что 
(Ай, v—il) = (Aa, vp —й) >0. 


Часто приходится также сталкиваться с тонкими препятствиями, 
т. е. такими препятствиями, которые определены на подмногообра- 
зиях малых размерностей в Q. 


2. ВАРИАЦИОННОЕ НЕРАВЕНСТВО 
CO СМЕШАННЫМИ ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ 


В этом параграфе мы показываем, что развитая выше теория 
позволяет решить задачу, имеющую формальное сходство со сме- 
шанной граничной задачей. А именно рассматривается вариацион- 
ное неравенство для линейного эллиптического оператора второго 
порядка на ограниченной области @ в RY, решение которого рас- 
положено над заданным препятствием и принимает предписанные 
граничные значения только на части OQ. 

Пусть © — ограниченное открытое множество с гладкой грани- 
цей ОФ. Ради простоты считаем, что 0,22 и 0.92 — открытые непере- 


секающиеся гладкие подмногообразия OQ и dQ =0,2 |]9.9. Положим 
V = {0 & А (8) [9 =0 на 0,8}. | 
Пусть функция 4 = H1(Q) такова, что ф=< 0 на 0,2, и пусть 
К={о=У|9—=ф в Qh. 
Рассмотрим равномерно эллиптический оператор второго порядка 
Au == (буи) а;; = LC (52), 
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где коэффициенты Ay удовлетворяют обычному условию эллиптич- 
ности. Оператор А задает билинейную форму 


а(и, о) = Jay (х) Ux, (х) Ox, (x) ах. 


Пусть Т — обобщенная функция, действующая по правилу 


(T, vy = [foo +fio.Jdx+ | 040, ое, 
Q 9.9 


где fo, |1, «++, fn, 6 принадлежат некоторым пространствам L?, 
Если множество 0,92 достаточно большое, т. е. такое, что спра- 
ведливо неравенство Пуанкаре для функций из V, то форма а коэр- 
цитивна на V, и тогда по теореме 2.1 гл. Il существует единст- 
венное 
иЕК: а(и, о—и) =<«Т, v—u) туеК. (9.1) 


Нас интересует гладкость решения вариационного неравенства 
(9.1). | 


Теорема 9.1. Пусть и — решение вариационного неравенства (9.1), 
где pel” (2) [| Н' (9), ф=—< 0 на 919, ке LP”? (9), ре [2 (0), f= 
ie N, p>N u ве [4 (02,2), g>N—1. Тогда для некоторой 


9 eesy 


константы С n.é@. 6 Q 


© (x) <u (x) << max (max ip, 0) at 


N 
We | folio y+ Ур о ТЕ о 
‘= 
Доказательство. Для каждого действительного RE>ky = 
о р, 2 положим V=min(u, К) = К. Подставляя v B (9.1) - 
о 


и повторяя, по существу, рассуждения, используемые при доказа- 
тельстве теоремы В.2, получим, что функция 


 (#) = mes A (k)-+ {mes[A (#) П бп 
удовлетворяет HepaBeHCTBy 
и (1) <= [св — ®)?* р (®)В, Bl, УЕ. 
Теперь утверждение теоремы следует из леммы В.1. В 


Теорема 9.2. Пусть и — решение вариационного неравенства (9.1), 
для которого выполнены предположения предыдущей теоремы. Тогда 


u eC *(Q), где ^, O<A<1, зависит только от ©, М, ри д. 


Доказательство этой теоремы аналогично доказательству тео- 
ремы С.2 гл. П и поэтому не приводится. 
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Суть теоремы 9.2 в установлении гёльдеровой непрерывности 
решения и. Если  oTcyTeTByeT, мы сталкиваемся с проблемой регу- 
лярности решения смешанной граничной задачи для эллиптического 
уравнения, которая может быть разрешена методом усечения, при- 
мененным в теореме С.2 гл. П. Казалось бы, можно попытаться 
применить к нашим задачам теоремы регулярности, доказанные 
в $ 4 nu 5, Однако решение (как нетрудно убедиться) не принадле- 
жит Н*? (0) ни для какого р<со. На самом деле такой факт 
имеет место даже тогда, когда 4 отсутствует, HO при этом не выпол- 
нены некоторые условия совместности данных задачи. Ilo этому 
вопросу мы отсылаем читателя к работе Шамира [1] о смешанной 
граничной задаче. 

Рассмотрим сейчас вариационное неравенство (9.1) с f;=0, 
i=1,..., М, И g=0O. Его решение может быть аппроксимировано 
решениями некоторых квазилинейных смешанных граничных задач, 
связанных с эллиптическим оператором А. 

Пусть Aw есть мера на ©, а производная вдоль внешней конор- 
мали 


Оф/ду = а: Ар Vir у == (\:, ..., Ум) — внешняя нормаль, 
есть мера Ha 0,92 и при этом 
тах (Ap—f, 0) = [2(9), p>tN, 
тах (0\р/0%, 0) = [4 (022), 9>М-1. 


Пусть 0— невозрастающая липшицева функция на R и OS 
— 06 (1) =1. Рассмотрим следующую нелинейную смешанную гранич* 
ную задачу: | 
Аи = шах (Аф—Р, 0)@(u—) +f в 0, 
и=0 на 0.0, (9.2) 
ди/д\ = тах (04/д%, 0)0 (и — 4) на 050. 


Вариационная формулировка этой задачи может быть получена 
с помощью квазилинейной формы 


бе (и, 0) =а(и, и) — \ тах (Ap—f, 0)8 (и —ф)оах— 


Q2 


— § max (dp/dv, 0) 6 (и — $) v do. (9.3) 


0,2 
Действительно, (9.2) эквивалентна задаче нахождения функции 
ueV: Фо (и, 9) = \ fu dx ye V. (9.4) 
Q 


Существование решения (9.4) следует из общей теории монотонных 
операторов, рассмотренной в гл. III. 
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Введем две последовательности функций типа 0: 


1, если t<— 1/т, 
On =) —mt, если —I1/m=<t<0O, 

0, если [= 0, 

1, если 1<0, 
0% (=) —mt+1, если O<t<1/m, 

0, ‚ если t= |8. 


Ясно, что 0», — неубывающая, a 0/, — невозрастающая последователь- 
ность невозрастающих функций. Обе последовательности О 
к следующей многозначной функции: 


1; если #<0, 
6(1) =) [0, 1], если Ё=0, 
0, если #>0. 


Пусть ф— такая функция, что p<O на 0:0, a фе Н?*, Р(9) — 
решение (единственное) задачи Дирихле 


Аф={ в QQ, p=) на OQ. 
Рассмотрим замкнутые выпуклые подмножества У: 
K={veV\ju>p на 00], К={еУ|о=фв Qh. 


Теорема 9.3. Если функция и есть решение вариационного нера- 
венства 


иЕК: a(u, v—u) =>\f(v—u) dx we kK, (9.8) 
Q 


mo u удовлетворяет вариационному неравенству 


НЕК: a(u, о—и) > \[(о—и)ах ye К. (9.6) 
| Q 


Доказательство. Функция ue K, так как KCK. Если о K, 
то либо vp в Q, либо U<y на некотором открытом подмноже- 
стве @ положительной емкости. В первом случае неравенство (9.6) 
очевидным образом выполняется, и поэтому далее рассматриваем 
только ту ситуацию, когда соотношение о \ в. © не имеет места. 

Представим v в виде о=и,-- Ue, где 9: = тах (9, ф) и =9-— и. 
Тогда 9: ЕК и vg&V удовлетворяет условию 


_f 0 в хеЕОо—=ф,, 
= yg в хеЕб офф. 
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Поскольку по предположению va K, то 9=\ф=ф на OQ. Отсюда 
следует, что зирр о. < Q и, таким ббразом, 09. = Ньу(®). Запишем 


а (и, о— и) =а(и, и-—и)-На (и, V2) 
и покажем, что | | 
а(и, из) = \ for ах. (9.7) 
о 


Действительно, и есть слабый предел в ИП С°, 4(Q) последователь- 
ности решений и„ = У смешанных граничных задач 


а(и», 0) = [шах (Ab—f, 0) 0, (Win —h) +f] ndx+ 
ae [max (Op/Ov, 0) 0, (Um—)] yn do ywne. 


Так как Ap=/ в Q и suppve < ©, то мы видим, что A(Um, Ve) = 


= \ [92 dx, и после предельного перехода получаем (9.7). 
Q 


Наконец, вследствие того что и — решение (9.5) и vy ЕК, при- 
ходим к соотношению 


a(u, о— и) > \[ (01 — и) dx+ \ Юз dx = \ (v—u) ах. 
Q Q Q 
Это неравенство справедливо для любого v & K, и тем самым тео- 
рема 9.3 доказана. № 


ПРИЛОЖЕНИЕ А. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3.3 


Основная цель этого приложения — дать ‚ро доказательства 
следующей теоремы, сформулированной в $ 3 


Теорема А.1. Пусть Q <: КМ — ограниченное открытое множество 
с гладкой границей 02, a — векторное поле класса Ст, такое что 


(da;/Op,) (в) >| yweeRY 
и |да/др,|—<М, О9<у=—< Мо. 


Пусть далее в == L™ (Q) и 


ие Н, (2): Аи=р— (9/0х) а; (и) =в в Q. (А.1) 
Тогда для каждого s> 1 существует такое Со == Со ($, %, М, @), что 
[1% |2, S(Q) < Со | Z\,0° (Q)s (A.2) 


Доказательство этой теоремы разбивается на несколько этапов. 
Лемма А.2. В предположениях теоремы А.1 функция и == H? (Q). 


Напомним, что по условию 
ие Н} (0): \а; (и,) px, dx= jax ve = Hi(Q). (А.З) 
9 
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Пусть У = Нь ($) — решение задачи Дирихле 
\ Vie Mx, ax = Jen dx wn & Ну (3). 
Q 


По теореме Кальдерона — Зигмунда (см. § 2), если се LS (42), то 
УЕЛ?, (©) и, следовательно, Vi, © A' 8 (9), где 1/5* = (1/5) — 
— (1/№). Таким образом, (А.З) Можно записать в виде 


\ a; (Ux) Nx, ах = \ Ух Их, ах wn & Я. (4). (А, 3”) 
Q Q 


(a) Докажем сначала, что и е= Н\х (Q). Обозначим через Qzs,p 
первую разделенную разность 
ф (х1, re x +A, re хм) —Ф (Xz) See, хм) 
h 
функции ф. Пусть & — любая функция из H1(Q) с компактным HOCH- 


телем в Q и @’— такое открытое множество, что 0’ C2. Тогда 
если x @Q’ и Й достаточно мало, то мы можем подставить функцию 


(1/1) [6 (x4, ...,у хм) — С (ха, eee, Xs—h, eer, хм)| 


в уравнение (A.3’) вместо ф. Делая затем замену переменных и 
используя интегральную форму теоремы о среднем, получаем тож- 
дество 


\ [iy ( х, h) (ux eke — (Vx, Dek С», jax = = (А.4) 


где функции ©, удовлетворяют равномерно по А неравенствам 
У ЕР = а (x, В) Е, lay(x, П)| < М. 


Пусть a = С”, зирр а < Вь (х) CQ’ иа=1 в шаре В о (Х), р < К. 
Тогда, обозначая & =о?и, ‚, после стандартных вычислений получим 


| (us, 2) ах < const {ИВР | uindx+ | gd 


Bo (x) Вр (x) BR (x) 


где константа перед фигурными скобками не зависит от A. 


Переходя здесь к пределу с учетом того, что ‘2’ компактно, 
получаем 


| [зоо < А (и [на (о) +1 g [№ (о). (А.5) 


Из этой оценки можно сделать вывод, что функция и = Hig, (2) и 
удовлетворяет п. в. в Q ЕН 


we | 
бр, (4s) dean = дк, = 8. (A.6) 


(b) Для доказательства того, что и == H?(Q), мы выпрямляем 
кусок д\® границы 02 и получаем в новых координатах тождество, 
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аналогичное установленному выше. В окрестности 01 рассматриваем 
только те разности и;,, которые взяты по направлениям, парал- 
лельным 0.0. Эти разности обращаются в нуль на 01. 

Используя аналогичную схему рассуждений, мы приходим к тому, 
что в норме Н'!(®) указанные разности ограничены равномерно по fh, 
Оценка нормальной производной может быть получена непосредст- 
венно из уравнения (A.6). Итак, и е= Н? (Q). 


Доказательство теоремы А.1. Переходя к пределу по некоторой 
подпоследовательности в (А.4) при > 0, будем иметь 


\ [(Aa;/Op;) (их) (их, би, Е Ve,x,bx,] dx =0. (А.7) 


По теореме C.2 гл. П uy = С'^ (Q’) | Н' () для некоторого A, 
O<A<—1. Следовательно, п. в. в ® 


да; д 

[55 45) (из, )м |, aay Voss =O (А.8) 
Если мы выпрямим 0,2, то в новых координатах получим тождество, 
аналогичное приведенному выше. Рассматривая теперь только те 
разности Us,, которые взяты по направлениям, параллельным 0,2, 
придем к тому, что производные Uy непрерывны по Гёльдеру вплоть 


до границы. Кроме того, мы знаем из (b), что Ux x, = L? (Q). 


В силу замечания D.6 гл. П, | 2dx<cpN—?+%, где z— 


© (x, о) 
любая вторая производная функции и, исключая из, т. е. исключая 


вторую частную производную по нормали. Но и», могут быть выра- 
жены через другие производные согласно уравнению (A.6). Таким 
образом, имеем 
(ub, de<cp¥—2+% 
Q (x, 0) 
для $, j=l, De eg dh A OS Re Ь, 
Из хорошо известной леммы Морри следует, что производные Их, 


непрерывны по Гёльдеру вплоть до границы Q. 

Поскольку уравнение (A.6) можно рассматривать как линейное 
уравнение с непрерывными коэффициентами (да;/др,) (ux), то, снова 
используя результат Кальдерона — Зигмунда, получаем неравен- 
ство (А.2). 


Комментарии и библиографические указания 


Теория регулярности решений вариационных неравенств представляет собой 
обширную область исследований, и в этих кратких заметках мы, к сожалению, 
не имеем возможности полностью ее отразить. Основными источниками для мате- 
риала настоящей главы послужили работы Леви и Стампаккья [1] ($2), [2] 
($3, 4, 8); Брезиса и Киндерлерера [1] (© 5, 6 и приложение); Мерти и Стам- 
паккья |1] ($9) и Киндерлерера [1] ($ 9). Подробное изложение предмета дано 
в работе Брезиса |1] (см. также Брезис и Стампаккья [1|). Сжатое изложение 
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метода штрафа и его следствий (особенно по отношению к теоремам Нод) 
можно найти у Лионса [1]. 


Понятие конечного периметра, введенное Де Джоржи, получило дальнейшее 
развитие в работе Миранды [1]. Существование и гладкость решения задачи 4.1, 


когда а (р) = pi + p2)?, рассматривали также Джакуинта и Пепе |1] и Миран- 
да [2], которые изучали параметрическую задачу. 

Вопрос о и заданных на многообразиях малых размерностей, 
исследовался Леви [6]. Дополнительные результаты о гладкости решения полу- 
чены в работах Леви [7], Фрезе [3, 4] и Кафарелли [3]. 

Общие теоремы существования для случая минимальной поверхности могут 
быть найдены у Джусти [1], Киндерлерера [1], Стампаккья и Виньоли [1]. 

По задаче со смешанными граничными условиями отметим работу Бейран-да- 
Вейга [1]. 

Связи между коэрцитивностью векторного поля а и гладкостью решения 
изучались Маццоне [1]. Специальный случай заданной средней кривизны, T. в. 


неоднородной задачи с подем а (р) = р/(1-- pl? был рассмотрен Маццоне [1] u 
Герхардом [1]. Герхард [2] также дал другое доказательство теоремы 6.3. 


Упражнения 

1. Восполните детали доказательства’ теоремы 2.5. 

2. Пусть Q={x ]RY |0<х:<1, i=1, ..., М} единичный куб, f [5 (9), 
сен” ° (9) для некоторого $ N<s<oo, и о 

- шЕН! (0): —Aw=f в ©, w=g B AQ. 

Покажите, что w © Н? (2). [Указание. Сведите задачу к случаю в==0. Продол- 
жите W на область 9 ={хе КМ |—1 << 0, Os hey Sl CLS ass N—I}, 
полагая @ (х’, хм) =— Ш (х’, —м), x= (х’, Хм) =o. Покажите, что продолжен- 


ная функция W является слабым решением уравнения в QUQ. Это обстоятель- 
ство можно использовать для доказательства гладкости W на плоскостях X\ = 
4 


=Xg=0, | в =—< М—1. Далее следует продолжить этот процесс, используя 
тот же метод отражения. | 
3. Пусть Q, Гис те же, что и в упр. 2. Положим 
д.9 ={x ER” |ху=0, 0<x,<1,° o=1,..., N—1} 
и обозначим 0,Q объединение остальных частей OQ. Пусть 
we Н!(9): —Аш=] в ©, w=g на д.@, 0д4/ду==0 на 0,Q 


и g=|g,|=0 на границе д.®. Докажите, что we Н»» $ (©). (Указание. Продол- 
жите сначала на полосу {—-l<x, < 0}, полагая W(x’, ху) == (х', — м№).] 
4. Пусть @ —выпуклая область с гладкой границей 0%, pe нЕ (0) и p=0 


на OQ. Обозначим через К множество липшицевых функций v на Q, для которых 
ов Q ии==0 на OQ. Сопоставим локально коэрцитивному полю а функцию 


н=Т (а) ЕК: \ а (их) (U—U)y, ах 20 yuek, 
Q 
и пусть 
U (x) =sup T (а) (x), хе. 
a 


Покажите, что (И—функция, ограничивающая выпуклую оболочку функции 
max (1p, 0) в QQ. 
5. Рассмотрите упр. 13 ra. П. Покажите, что при о ICT Ey OUEA условиях 


компоненты решения и==(и1, и?) принадлежат Н®, ПН” (2), l<s<o. 
(Указание, Сформулируйте штрафную задачу.] 


Глава V 


ЗАДАЧИ CO СВОБОДНОЙ ГРАНИЦЕЙ 
И КОИНЦИДЕНТНОЕ МНОЖЕСТВО РЕШЕНИЯ 


1. ВВЕДЕНИЕ 


В предыдущих главах основное внимание было уделено вопросам 
существования и гладкости решения вариационного неравенства. При 
этом, как мы видели, ограничения на гладкость решения налагались 
условиями, определявшими рассматриваемое выпуклое множество. 
Это и привело к необходимости развивать специальную теорию регу- 
лярности. Для задач с препятствиями влияние этих условий прояв- 
лялось еще и в наличии коинцидентного множества. В настоящей 
главе мы исследуем некоторые свойства этого множества, главным 
образом с целью установления признаков регулярности его границы. 

Подобные задачи представляют интерес по нескольким причинам. 
Например, они показывают, какие топологические свойства множе- 
ства гарантируют его гладкость. Скажем, в задаче 4.1 гл. ТУ, если 
область © CR? строго выпукла, а препятствие 4р строго вогнуто и 
гладкое, то O/ — гладкая жорданова кривая. 

Кроме того, аналитичность свободной границы заложена в самой 
сути многих физических задач. Такова, например, задача об устой- 
чивости кавитационного потока или потока воды через однородную 
пористую среду. 

Прежде всего поясним понятие свободной границы. Рассмотрим 
задачу с препятствием. Пусть © <= RY — ограниченное открытое связ- 


ное множество с гладкой границей OQ и фе С° (0) — такое препят- 
ствие, что шах р > 0 и ф< 0 на OQ. Положим К = {о = Ну(®)|9=$ 
о 


в Q}, и пусть 
иЕК: \и,(0—и), ах>0 уоеК. (1.1) 


Q 
Обозначим коинцидентное множество для и через 
[= 1 (и) = {хе [и (x) =p (x)}. (1.2) 


Мы уже видели, что функция u— wp eC(Q) достигает своего 
минимума в каждой точке x &/ и, следовательно, 


и=ф и Ux, = px, B I, 1<xi<N. 
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Кроме того, Au=0 B 2\ Г. Таким образом, и можно рассматривать 
как решение задачи Коши 


Au=0 в О\Г, 13 
и=\, Ux, = Px, на ОГ. (1.8) 
Существование решения в задаче Коши для оператора А даже 
с гладкой начальной поверхностью OJ требует, чтобы последняя 
удовлетворяла еще некоторым дополнительным условиям. Множество 
д[—это как раз то, что мы называем «свободной границей». 

Укажем на некоторые причины, по которым граница OJ для 
решения (1.1) должна быть аналитической (если  — аналитическая 
функция), и отметим некоторые трудности, возникающие при пере- 
ходе к другим задачам. Сначала рассмотрим двумерный случай. 
Ограничимся пока вопросом об аналитичности. Обсуждение тополо- 
гических аспектов отложим до $ 6. 

Сделаем сначала несколько замечаний о функциях двух перемен- 
оных © (х) = 0 (x1, Xo). Пусть z=x,-+ ix, — комплексная переменная и 
Z2=xX,—ix,—ee сопряженная. Мы часто будем писать @(2, 2) = 
=0(х1, Х2) = в ((1/2) (2-2), (1/21 (2—2)), а также С (2) вместо С (2, 2) 
(G необязательно голоморфна по 2). Допустим, например, что g— 
вещественно аналитическая функция в окрестности точки х=с. Тогда 


со 


g (x)= _ У ae (41 — 01) (Xa — 9, 


j, R=0 


ie ate сходится абсолютно и равномерно для TeX X, для которых 
| достаточно мало. Если y=c,+ ice, то 


G(z, 2) = у ayn (5 (2-м) (5-е) = 
i, k=0 
= у jn (2 — YY (2—1)". 


i, k=0 
Здесь Oj,—HEKOTOPbIe константы, а ряд соответственно сходится 
абсолютно и равномерно, когда достаточно малы величины |z—y| un 
\z—y|. Пусть 6 =&-- 1 — другая комплексная переменная. Ряд 
У а, (#—7)/(&—%)* сходится абсолютно и равномерно для малых 
значений |z—y| и |6 —%| и является голоморфной функцией по z 
и 5. Таким образом, если с — вещественно аналитическая функция 


в окрестности точки х=с, то можно считать, что @ (2, 6) при б=2— 
голоморфная функция двух комплексных переменных: 


со 


G(z, ¢) = ae uk (2— yy (6-9) 
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Теорема 1.1. Пусть w — односвязная ограниченная область в пло- 
скости г=жм- 1х, Гс: до — жорданова дуга и Г=до [И для неко- 
торого открытого множества U < [?. Пусть, далее, и и ф— такие` 
функции, что ие С*( |] Г), ф — вещественно аналитическая в окре- 
стности © |] Г u | 


Аи =0 во, 
и = р, Их, = px, На Le. peek. 2. (1.4) 
Ap~0 в ® Г. 
Тогда Г допускает аналитическую параметризацию. 


Доказательство. Мы докажем существование такой аналитической 
функции 2* (2) в ®, что 2* (2) =2 на Г. Отсюда будет следовать 
утверждение теоремы. 

Допустим, что г =ОеГ. Комплексная производная [(2) = из, — itz, 
голоморфна в ® и имеет непрерывные граничные значения Р (2, 2) = 
= hy, — Ир., 2е= Г. Рассмотрим в окрестности точки г =0 уравнение 


Г(2) =F (2, 2* (2)). (1.5) 


Заметим, что OHO обращается в тождество, когда г Г и 2* (2) =2. 
Далее, 

д ‘ 1 
д2* F (2, ы ) (2, 2*) = (0, 0) an 9 Aw (0) 5 0, 
и поэтому по теореме о неявной функции существует решение 2* = 
=06(2, [) уравнения (1.5), которое голоморфно по (2, /) в окрестно- 
сти (0, /(0)). В частности, функция 


2* (2) =0(2, [(2)), г= u |2| мало, 
голоморфна по 2. В силу единственности неявной функции, 
2* (2) =2, г=Ги |2| мало. | (1.6) 
Таким образом, мы представили 2 на Г как граничное значение 


голоморфной функции в ®. По принципу симметрии это означает, 
что Г допускает аналитическую параметризацию. Действительно, пусть’ 


ф: G>o, G={t=t+it,| |t]}<1, Imt>0}, 9(0)=0, 


— конформное отображение С Ha @, которое переводит интервал 
(—1, 1) на Г. Известно, что. такое ф существует и P&C (GU (—1, 1)). 
Положим 
р, шт ЕЁ > 0, [1 Le 
Фо А ae (1.7) 
2* (ф (Г)), ПЁ=—< 0, |1| < 1. | 


Это голоморфная функция в GU{t||t|<1, Im¢t<0O}, и из (1.6) 
вытекает, что она непрерывна при действительных #. Тогда по тео- 


2. Преобразование Лежандра 125 


peme Морера Ф голоморфна в окрестности точки { = 0 и, следовательно, 
{> Ф(Ю, ¢ действительно и |#Ё| мало, 
есть аналитическая параметризация соответствующей части Г. § 


Топологическое условие, что Г — жорданова кривая, далее будет 
значительно ослаблено. Но, с другой стороны, ясно, что доказатель- 
‚ ство не проходит, если ф не аналитична, так как именно в этой 
ситуации определялась функция 2* =С (2, |). 

С несколько иной точки зрения (1.7) есть продолжение ф до 
функции Ф, удовлетворяющей однородному аналитическому уравне- 
нию (0/0Г) Ф=0 при |{| <1. В общем случае невозможно получить 
продолжение такого вида, и поэтому разработан другой подход, 
который можно интерпретировать как комбинацию классической тео- 
рии потенциала и теории соболевских пространств, и оОбеННо => 
свойств их следов. 


2. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ГОДОГРАФА 
И ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛЕЖАНДРА 


В этом параграфе мы рассмотрим другой метод определения глад- 
кости O/ —границы коинцидентного множества решения (1.1). Он 
годится для любых размерностей, но для его применения требуется 
некоторая предварительная гладкость OJ. Этот метод основан на 
эффекте «выпрямления» свободной границы путем замены исходного 
уравнения существенно нелинейным уравнением. 

Пусть и — решение (1.1), 


функция 4 аналитична и — Ар>0 в ©. (2.1) 


Предположим далее, что 
Г < oJ — гиперповерхность класса C1, 
uj ECTU(QX DY), <i, |=М, 


Где Шу = Их, Будем считать, что 0 Г и направление внутренней 


нормали к 22\/ в 0 совпадает с положительным направлением OCH Xx}. 
Положим & =и —1 и допустим (аналогично (1.3)), что 


(2.2) 


Aw=a в ОГ © (2.3) 

w=0, w=0, 1—<1=<М, на Г, (2.4) 

где а= — А1р — аналитическая функция в окрестности начала. Сде- 
лаем замену переменных 

Yy=— Wj =—- Wy, Ухо 2<—<а=— М, (2.5) 


и введем функцию 


v (y) = Yi + w (x). (2.6) 
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о ———- 


Мы будем называть (2.5) частичным преобразованием годографа, 
а (2.6) преобразованием Лежандра. Заметим, что (2.5) и (2.6) отли- 
чаются от традиционных определений переменой знака. 

Легко видеть, что (2.5) осуществляет взаимно однозначное соот- 
ветствие в окрестности точки х=0. Действительно, так как &;=0 
на Ги (1, 0, ..., 0) — нормаль к Гв 0, то ® (0) =0, 1L<I<N, 
2<a<N. Тогда из (2.3) следует, что ши (0)=а(0)>0, и тем 
самым (4у/ах) (0) невырожденно. Преобразование (2.5) отображает 
некоторую окрестность точки х=0 в Q\ J на множество И < {y|y,<0} 
и некоторую окрестность х=0в Г на Х<{у|и=0}. Используя 
определение преобразования Лежандра, получаем 


до = м dy,+y; ам Нам =x, dy,+ >> We, Yas 
a> 
ИЛИ 
=, UW, 2=а<М. (2.7) 


Здесь производные функции о берутся по у, а функции ш-— по x. 
В частности, имеем параметризацию 
du | 
м = и, (0, Хау озу Хм), (0, XQ, eovy Xv) GX, (2.8) 


подмножества Г’в Г. Вопрос о гладкости Г’ сводится к вопросу 
о гладкости 9 в (У. Найдем уравнение, которому ea 
функция 9 в И. Положим и’ = (Yo, ..., Им). 

Заметим прежде всего, что 


—Ши —Шр eee — Им 
dg | 0 0 
dx — .. 
0 0 | 


_и вследствие (2.7) 


ах п. 0 
ау ... 
O 4 l 
Так как dy/dx =(dx/dy)-', To получаем соотношения 
Ши = —1/911, Иба=о/9а, 2Sa<N. 
Следовательно, 
до UT 
Xa Uy1 


Теперь из (2.3) и (2.4) вытекает, что 


2-2 Уж + У и-ао, )=0 в И 
U1 = р on (2.9) 


9=0 на &, 
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и при этом — Vy; (0) = 1/1. (0) > 0. Уравнение (2.9) — это эллипти- 
ческое уравнение с аналитическими коэффициентами в окрестности 
y=0 в (0. В этом случае, как хорошо известно (см. Морри [1], $ 6.7), 
о есть аналитическая функция в окрестности и=0О в (|1, и, таким 
образом, (2.8) означает, что Г’ допускает аналитическую параметри- 
зацию в окрестности точки х==0. 

Суммируя сказанное выше, мы приходим к выводу, что если 
выполнены предположения (2.2), то свободная граница аналитична, 
как только аналитично препятствие. Аналогично, если ф = C™ (%), 
то Г класса C™—-1.0, 0<а< 1. 

Приведенные здесь соображения применимы и к другим задачам. 
Эти вопросы будут обсуждаться в гл. VI. 

Как мы видели, определенные предположения регулярности вле- 
кут за собой еще большую регулярность Г. Но условия (2.2) не 
всегда выполняются. Например, OJ может иметь острия; такой при- 
мер встретится в $ 4. Некоторые предварительные итоги недавних 
исследований по регулярности множества Г будут подведены в гл. VI. 


3. СВОБОДНАЯ ГРАНИЦА В ДВУМЕРНОМ СЛУЧАЕ 


Для двумерных задач гладкость свободной границы может быть 
определена методом, аналогичным методу аналитического продолже- 
ния, рассмотренному в $ 1. Мы докажем здесь теорему, которая 
будет полезна в самых различных ситуациях. Она обобщает резуль- 
таты $ 1 в двух направлениях: во-первых, данные задачи и само 
уравнение не предполагаются аналитическ”ми, а во-вторых, свобод- 
ная граница не обязательно жорданова кривая. Эта теорема затем 
будет применена к задаче 1.1. 

Рассмотрим сначала вопрос, связанный с продолжением конформ- 
ного отображения. Всюду в этом параграфе w обозначает ограни- 
ченную связную и односвязную область в плоскости г=х!-- {хо. 
Пусть G={t=t,+it,||t]/<1, Imf>0} и 

ф: G>w (3.1) 
— конформное отображение С на ow. Тогда ф — аналитическая функ- 
ция, ограниченная в G, и, кроме того, площадь А области w выра- 
жается формулой А = ИФ (t) |? dt, 4. Поскольку @ ограничена, то 


G 
A<oo и тем самым фе А! (8). По теореме о следе (гл. II, прило- 
жение А) предел Ф (1) = him ф(Н--{=) существует для п.в. —1 < 


< <1и p(t) = [2 (—1, 7) 
Положим 
={г = до | последовательность {t,} CG: 
[„—1е= (—1, 1) и z=limg(t,)}. (3.2) 


Ясно, что у компактно и содержит график функции ф (1), —1<& < 
<1. Элементарно проверяется связность 7. Заметим, что если 
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у — замкнутая жорданова дуга в Ow, то существует конформное ото- 
бражение ф области ®, для которого у допускает представление (3.2) 
и при этом феЕС (GU (—1, 1)). 


Теорема 3.1. Пусть функции сЕеН'! ®° (%) и «= С°,^ (0), где 
U — окрестность 6, а O<A<1, таковы, что 


a, & 6 ©, (3.3) 
5(2)=0 уефа до, (3.4) 
| (2) | =0%>0 yee. 


Пусть, далее, ф — конформное отображение G на ® u y до допу- 
скает представление (3.2). Тогда ф = С" (([] Br) для всех т<^ и 
Ве 

Для пояснения условий теоремы рассмотрим решение и вариа- 
ционного неравенства (1.1) для случая N=2 и положим 


(2) = (и(2)—%(2)), г=9, 


LS (5 a 5) 

dz ~~ 2 Ox, 1х, ? 

Согласно теореме 6.3 гл. IV, функция с липшицева на компактных 
подмножествах ©, когда р е= С? (2). Поскольку 


g;(2)=7Au—y)=—7Ap в QNI, 


то, если функция py EC? ^ (6), О< <, и имеет ненулевой лапла- 
сиан, в @\ Г выполнены предположения теоремы. Условия, которые 
обеспечивают подходящий выбор yc Ol, будут обсуждены в даль- 
нейшем. 

Прежде всего мы покажем, что ф’ обладает нужными свойствами 
суммируемости, и затем продолжим ф до функции, дифференцируе- 
мой в указанной точке оси Ц. 

Пусть 2 ет. Фиксируем решение 5* (2) = 5* (г, 2%) уравнения 
до* [02 =a в Ц, Такое что 


g* (20) = g (20) = 0. (3.5) 


где 


Тогда g* GCA) и 
g* (г) =a (20) (2 — 2%) + R(z, 20), 2EU, (3.6) 
[2—2 "| Riz, го) |--| К. (2, 2) |-- | К; (2, 20) | < С [2—2 [№ (3.7) 


с константой С>>0, не зависящей от 2 Gy. Такое решение g* 
нетрудно найти. Действительно, без ограничения общности можно 
считать, что «© С‘ ^(У) в некоторой окрестности У множества U, 
Положим 


 А(= а 20 dridt, г=И. 
V 
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Ясно, что А = СЬ^ (7) и для любого 2 = И 
A (2) =A (20) + Az (20) (2 — 20) + @ (20) (2 — 20) + К (2, 20), 20, 
где R удовлетворяет (3.7). Теперь мы можем взять 
g* (2) = A (2) — A (20) — Az (20) (2 — 20). 


Комплекснозначная функция f @ H'(D), Вс: [*, называется ква- 
зиконформной в РО, если sup | [; (2)/}. (г) | =9 < 1. 
О 


Лемма 3.2. Пусть выполнены предположения теоремы 3.1. Тогда ф 
допускает квазиконформное продолжение в окрестность действитель: 
ной оси и при этом 


фе Л! ° (СП Br) yYlx<sxio, 0<R<l. 


Доказательство. Достаточно проверить утверждение в некоторой 
точке & = (—1, 1). Можно считать, что fy) =0 и предел lim ф()=2 
= 0 


существует. 
Выберем г>>0 так, чтобы g* (см. выше) удовлетворяло COOTHO- 
шению 


Ee (2) = = (2) << | в В, (2). (3.8) 


Это возможно согласно (3.5). Пусть &== g* (2) — сужение отображе- 
ния g* на В, (20). Так как якобиан этого отображения 


|Dg* |= + (= 18; 2) > (@i/2) (1—2) >0 в В, (29), 


то существует окрестность B,- (20), где g* является взаимно одно- 
значным соответствием и имеет обратное отображение (g*)-! класса 
С. ^. Предположим, что В, (2) <- B; (го). Радиус г можно выбрать 
независимо OT 2 Е), если г, принадлежит компактному подмноже- 
ству в 1, содержащемуся в УП (Gf Br), Ю < 1. 

Разность Й (2) = g* (г) — 2 (2), z= Фу, непрерывна в wUy, ана- 
литична в ® H 


й (2) = &* (2) yzey. (3.9) 
Кроме того, h @ Я, ® (в), так как g* и g обладают этим свойством. 


Построим теперь продолжение ф. Пусть 5>0 столь мало, что 
@ (Bs (0) (| G) = В, (2%). Определим функцию 


t), Imt> 
gt (h(pé))), Imt<0. 
Легко проверить, ато Ф = Н!(Вь (0)). Действительно, ф — конформ- 
ное отображение на область конечной площади, и потому фе 


= H'(Bs(0)(\G), как было отмечено в начале параграфа. Далее, 
(2*)-1 — гладкое отображение, а й(ф (Г)) — композиция липшицевой 
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функции с гладкой. Следовательно, g*-1(h(@ (Р))) = H* (Bs (0) 
П{| Imt<0}). Применим лемму об Н*-склейке. Для каждого 2 ет, 
для которого |z—2| мало, 5*-1 (И (г)) =г согласно (3.9), и поэтому 


lim g*-1 (h (@ (E+ ée))) = 9 @) = lim 9 (¢ + ie) Wau. в. —d<t<6d. 
e—0 e— 

Таким образом, следы Ф на действительной прямой сверху и снизу 
равны между собой. По лемме А.8 гл. П Фе Н'(Вь (0). 


Проверим, что Ф — квазиконформное отображение. В самом деле, 
Ф. (1 =0, если Imi>0, |1 |<, и 


| Dz (t)/@; (0 |= ав, |=] 82/8 |<е, Imt<0, |f|<6. 


Отсюда следует (см. Берс и др. [1], с. 276), что Фе Н№ * (В, (0)), 
<, где 5=$ (&), п $(2) = -Ноо. В частности, ф & Я ° (С [|] Bsn (0)). В 
e—0 


Рассмотрим теперь функцию w & H!.s(B), B={t||t|< Ц, такую 
что 
[f° wre 1 (В), где o>0, s>2, ив- (2/5) =*> 0. (3.10) 


Лемма 3.3. Пусть w удовлетворяет условиям (3.10). Тогда суще- 
ствует такое комплексное число с, что 


(0 

POH OO о < Cp (It, [+ в) На Ie) | 2/9, ге Ba, В <, 
и [С | <CkR | Гош: [ (В) +] [1 (в)|) 

где константы Ср и Cr зависят om Ю, $, т. 


Хотя эта лемма допускает прямое доказательство, условие (3.10) 
не вполне очевидно. 


Доказательство. По лемме Соболева w = С° ^(В), A= 1 —(2/s). 
Теперь напомним формулу Грина в комплексной форме. Пусть g= 
=u-+iv и dz=dx,+idx,. Для каждого множества Ё < B, с гладкой — 
границей OF и функции g = Н' (Е) справедливо равенство 


| gdm dx =— 5 | gaz, 
Е OE 


В частности, если ¢ аналитична в окрестности Ё ише А! * (В) — 
функция, определенная выше, то 


\ wrbdt dt=— > | wb at. 
OE 


Рассмотрим для фиксированной точки г = В функцию C(t)=1/[t (tf —z)] 
и множества FE,={t||f|>e, |f—z|>e, |1|< R}. Подставим это 
в выражение выше. Тогда после интегрирования и перехода к пре- 
делу при =—0 (который существует вследствие непрерывности по 


3. Свободная граница в двумерном случае 131 


Гёльдеру w) получаем хорошо известную формулу 


29-20 _ _ а | 9 w; (t) dt, dt, + 


@ 
+o 58 (4, 052геВ. (3.11) 


Следовательно, 
С “= (0) = lim 3 — [w(2)—w (0)]= 


1 
= — | Рог (dtd т | {2 v(t dt, 
B 
Заметим, что (1/s-+1/s’ = 1) | 


1 1/8’ 
| \ iw; (t) dt, dt, <| tw, |5 (B) {2a ¢]o—99+1 a 7 р 
В 0 


и если oO >2/s, то (o—2)s’+1>>—1 и тем самым правая часть 
неравенства конечна. Положим 


1 1 
с=— = | Го (dt dh+s> | 200 
В OB 


вычитая эту величину из “ 11), придем к равенству 

w (2) —и (0) = 2 

ие =. Е 2-57 (0 dts 4-7 | eas w (t) dt. 
При г==0 


1 | у 1/s’ 
| \ (1—2 Wr (Г) dt, а | < | Гб |, (B) |) | t eared | t—z ine dt, ith ‚| 
В | 


Для оценки интеграла в фигурных скобках воспользуемся хорошо 
известным приемом. Ясно, что 


Ию — 2-7 аа == { |1 8-97 [4—2 |7 dt, dey. 
В || <2 


Пусть |2|<<1. Рассмотрим множества 
={1Ь—2|< lz}, ИН а|, [t-2z|=Flzi, 


As={t|F|z|<|t| <2} 
и обозначим 
y= 9-9 27 а, 
А) 
5* 
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Предположим теперь, что o <2. Тогда | 6-27 = 28-99 |2 6-7; 
в Aj, и, значит, 
|2 |/2 
I, < const |2 |(@—2) 8’ \ p=" do <const |g 9-9, 
0 


Далее, |1—2|-°’ < 2 |2|*’ при Ё = Ag. Это приводит к оценке 
3| 21/2 
I, < const |2 |-*' \ p(o —2)8’ +! do = const | 2 6-2“ +2—-8, 
0 
Наконец, о и если [Е А., и поэтому 
|2 3°” | ft |©-2’-—®. Следовательно, 


2 
[з < соп$ \ 6—2’ —# +1 do << const [| г [(©—2 $’ —# +2 — 
3| 2 |/2 
sae DIE == 2) 8 8" |< const | о о. 


так как (©—2)5'—$--2=5' [9 —3- (2/5’)] <0, если o<2. Таким 
образом, 

(1-Е 15-{ 13)!’ < const | г [6—9 —1 = соп3 [г “1, |2| <, 
ИЛИ 


— г | Ua w- (t)dty а | < сои |2", |z|<1. 


Второй интеграл (участвующий в определении константы с) оцени- 
вается совсем просто, и тем самым лемма доказана для случая 0 < 2. 
Но если o —=2, то 


2 
| УЕ —2 "| — 2 |-* dt, dt, |<const | р! ар <oo, 
В 0 


и утверждение леммы справедливо (с показателем 1). В 


Доказательство теоремы. Покажем, что функция ф (про которую 
уже известно, что она принадлежит H's (С [] Bp), 0<^< 1 допу- 
скает продолжение до функции на Br, удовлетворяющей условиям 
(3.10). После необходимой замены переменных можно считать, что 
феЕРЛ! $ (@). Построим продолжение в точке #=0. В остальных точ. 
ках интервала (—1, 1) это делается аналогично. 

Вспомним про функцию g*(z) и разность fh (2) =д* (2) — в (2), 
которая аналитична в ® и удовлетворяет условию 


й (2) = 5* (2), zey. (3.9) 


Запишем g* в виде g* (2) =“ (го) (2 — 2,) | К (г, 2) и определим ф* 
соотношением 


h (Ф (¢)) = < (20) [ф* (4) —20] +R (9d), $(0). 
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Из (3.9) и (3.6) следует, что 9* (й=Ф(Ё, евли Imt=0, |t|<1. 
Так как Й ($ (1)) голоморфна в С, то 


FO) = za Fe OO, POH) TO 
и тем самым вследствие (3.7) 
+ ~ (t) | <const | 9’ (t)||@(t)—2|*, teG. (3.12) 


По лемме 3.2 p’ @LS(G) для каждого $, 1<s<oo, и поэтому 
при данном т, 0<tT<A, мы можем взять $ столь болыпим, чтобы 
а— (2/5) =*>0 для o=A[1—(2/s)]. Далее, i = [5 (С), так что 
ф* = А+ * (0). Определим функцию 


t), Imt>0, |tl<l, 
wa oor |2] 


$* (Г, Imt<0, [#|<1. (3.13) 


Поскольку w непрерывна при |#| < 1, то ше! * (В) по лемме A.8 
гл. П (в Я! или A'S), а согласно (3.12), w удовлетворяет усло- 
виям (3.10). Следовательно, можно применить лемму 3.3 и получить 
существование константы с, такой что 


[79-2 О —o|<const [| [2] << 1. 
Если Imt>0, то и (1) =ф(1) и мы имеем оценку 
[PO 2 — ¢| < сопзЕ | << 1. 


Вместо точки 0 можно было брать любую точку из (—1, 1), и 
поэтому на самом деле доказано, что для каждой точки fy = [— R, В], 
Ю <1, найдется такое комплексное число с (to), что 


О. с) «СА-ь т, |091 <бь = (844 


где Ср, Св зависят от К, т, $ и от некоторых норм функции ф. 
Легко проверить с помощью теоремы Коши, что ф аналитична BG, 
и, поскольку она те условиям (3.14) для всех Ю < Ц 
она принадлежит С! т (СГ В»), В <1. В 


Применим доказанную теорему к случаю, когда препятствие вогнуто. 


Теорема 3.4. Пусть © — строго выпуклая область в R? с гладкой 
границей 08 и фе С?, » (2) — строго вогнутое препятствие, т. е. 
max p> 0, p<0 на OQ и 


— Ух, (2)55,>0 VES R 64 (0,0), zea. 
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Пусть 
ueK: \и,(0—и), ах>0 уоеК, 
м 
К 


={0 = Н. (©) оф в Q}, 
J ={zeQ|u(z) =H (2)}. 
Тогда Г = 01 — жорданова кривая, допускающая С", “-параметризацию. 


Доказательство. Топологическая природа множества /[ будет обсу- 
ждаться в.$ 6. Допустим здесь, что справедливы утверждения тео- 
ремы 6.2, а именно [—связная и односвязная область со’ связной 
внутренностью int J. Пусть, кроме того, 2\./ гомеоморфна кольцу. 
Отсюда следует существование конформного отображения ф верхней 
полуплоскости t=t,-+ it, с удаленным из нее диском на 92\ Г, кото- 
poe переводит [— со, co] на O/. Это значит, что 91 = {г = В? | Я по- 
следовательность {1} <= {#| Пип! > 01: ф (1) 2 и Imt,->O}. Для 
некоторого заданного 2, для которого ф (1,) — 2%, можно допустить, 
‚что |&|< 1. 

Применим теорему 3.1 к «=ф (4). Множество y определено в (3.2), 


ga=s [и (г) — 1$ (2)] и (г) = — + Аль (2). Функция в липшицева 


в окрестности [, так как в ней ограничена вторая производная и 
(см. теорему 6. 3 гл. IV). Из строгой вогнутости 4ф следует, что 
|< (2) | ==0 на компактных подмножествах ©. 

Таким образом, 01 допускает параметризацию #—Ф (И, —со 
<t<oo, класса C!}t, и тем самым OJ —9TO некоторая кривая. 
Пусть она имеет двойную точку, т.е. @(t1)=%=— (to) и < Ь. 
Тогда либо Cy={o(t)|4;<t<t,} или С.={ф(Ю о 
Ь <[< оо} разбивает множество int/, либо одно из множеств С 
или С, не является границей открытого множества. Первый случай 


противоречит тому, что int/ связно, а второй — тому, что [ =int/, 
так как нашлась бы точка из Cy, которая He была бы пределом 
внутренних точек 7. Следовательно, OJ не имеет двойных точек, и, 
значит, это жорданова кривая. № 


‚ Заметим, что в последнем рассуждении используется лишь не- 
‚прерывность параметризации, а не ее гладкость. 

‚ - Отметим также, что на самом деле можно установить и «регуляр- 
ность» кривой ОГ[, т.е. отсутствие у нее особенностей типа острия 
(по крайней мере если tp = С3.^ ()). Это требует более глубокого 
‘изучения продолжения W, определенного соотношением (3.13). В самом 
деле, W удовлетворяет дифференциальному неравенству 


|ш: (2) | = д гв и. г = В, (3.15) 


где 9 © [* (В) для некоторого nae Такие функции обладают рядом 
свойств, которые присущи аналитическим функциям. Дадим здесь 
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(без доказательства) описание этих свойств. 


Теорема 3.5. Густь w удовлетворяет (3.15). Тогда если 
lim | 27 [м (2) — w (0)]|=0 
z—0 


для некоторого целого n=0, то существует предел 
с = тг" 1 [м (2) —w (0)]. 


z—0 


Кроме того, если limz-"w(z)=0 для каждого п—0, то OO 
2—0 


в окрестности г2=0. 


Согласно теореме 3.4, сужение w Ha полуплоскость, где [п Ё>> 0, 
есть нетривиальное конформное отображение. Следовательно, найдется 
наименьшее целое п, для которого 

lim РО — ge), 

2 >0 
Теперь из того, что конформное отображение взаимно однозначно, 
вытекает, что = или 2. 

Представляется естественным вопрос об ‘условиях, ‚гарантирующих 
более высокую дифференцируемость кривой у. В этой связи мы сфор- 
мулируем один результат, доказательство которого оставляем чита- 
телю в качестве упражнения. 


Теорема 3.6. Пусть выполнены предположения теоремы 3.1 и 
ЕС”, ^ (Г), m=0, O<A<1. Тогда конформное отображение ф & 
= C™1,7(G [] Bp) для каждых т<лиК< 1. 


Это несколько более сильное утверждение, чем то, которое полу- 
чено с помощью преобразования Лежандра, поскольку здесь не 
требуется регулярности кривой Ol. 


4. ЗАМЕЧАНИЕ ОБ ОСОБЕННОСТЯХ КРИВЫХ 


Теоремы 3.1 и 3.5 показывают, что единственные особенности, 
которые может иметь кривая \, — это особенности типа острия. По- 
кажем на простом примере, что такие особенности действительно 
могут возникать. Рассмотрим функцию 2 =ф (t)=?-+ it, п нечетно, 
отображающую 

G={t=t,+ite||t{]<1, 0 > 0} 
на область «=ф(С) в плоскости 2=лх: 1х. Эта функция перево- 
дит (—1, 1) на кривую 


Г: же 0—1, 
Построим для достаточно малого >> 0 функцию 
uc H*.@(B,), В. ={2||2|< 2}, 
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такую что | 
Au=2 и u>0 в О©ПВ., ne 
и=0 и Uz, =0 в Ва, j=1; 2; и 
при этом и =4к--1, Е =1, 2, 3, ... . Отсюда следует, что 


фи», (0 — и). dx = —2 \(u—u)dx yore K, (4.2) 
Be B, 
tre K={veH'(B,)|v>0 и v=u на OB,}. 

Согласно (4.1), коинцидентное множество | = {z|u(z)=0} функ- 
ции и будет иметь свободную границу ГГ В, в By. 

То, что Г допускает аналитическую параметризацию (как гранич- 
ное значение конформного отображения), означает существование 
такой голоморфной функции f(z), гео, что }(2) =2, zey. Дей- 
ствительно, эту функцию можно выписать в явном виде: 


(2) = Р-Р tec. 
Для изучения ее поведения найдем z как функцию Ё. Ясно, что 
Ра... О<ава жд, 


где... обозначает члены, показатели степени которых больше чем п/2. 
Таким образом, Р (К =й — Ин = — 2-22 и 


[(2г) =2— 2157? -..., гео, |2| мало. 
Функцию и определим следующим образом: 
2 
u(eya] 12 - Ве Gat, ге, 3) 
0, ге> В.о, 
где =>>0 достаточно мало. Так как [(z)=2Z на Г, то 
и (2) = их (2) =0 на Г, j=l, 2. 


Определенная соотношением (4.3) функция и допускает разло- 
жение 


а 2 ; 
и (2) = 9 Ее" FE sin (+18... гео, |2| мало, (4.4) 


откуда видно, что и (х!) > 0 при х: < 0, если p= 4k+1,R=—1, 2,.... 
Для завершения доказательства того, что и удовлетворяет (4.1), 
осталось показать, что и>0 в ®«[П] В, для некоторого & >> 0. По- 
скольку (и/2)--1> 5/2, то 
eee 2+0(|z|'7), если z2z2€af)B,, 
ее. если гео В., 


а также их, (2) = — их, (2), ге Вь, и(г) =и (2), ге By. 
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На каждой вертикальной прямой x,=6, |6|<в, и (6-Е 1х2) — 
выпуклая функция класса C!}!, Ее минимум достигается в точке, 
Где их, (9 -- 1х2) =0. Если 6<0, то единственной такой точкой является 
точка Хэ. =0, и мы видели, что и (х1) > 0, если х. < 0. Пусть 6 > 0. 
Тогда и (6 -Р 1х.) = их, (6 --1х2) =0 при |х›| < 64/2, в то время как 
Ux,x, (6-12) > 0 при | хз | > 6/2, Следовательно, и строго возрастает, 
когда | X2|> 6/2, и тем самым положительна при этих значениях. 


5. ЗАДАЧА С ПРЕПЯТСТВИЕМ ДЛЯ МИНИМАЛЬНОЙ ПОВЕРХНОСТИ 


Начнем с рассмотрения геометрических свойств двумерной мини- 
мальной поверхности в RR? (для задачи в непараметрической форме). 
Пусть функция ие С? (И), где U < Р? — открытое множество, есть 
решение уравнения минимальной поверхности в U, т. е. 


д х 
0 в 0. (5.1) 
Ее график 

$ = {х = (x1, Ха, Хз) | Хз==и (2), 2г=м-- ме Ц} 
называется минимальной поверхностью. Величина 


1 a ( Oxy | 
Н = — — | — 
2 Ox; V 14+ 2 
(для v =C?(U)) называется средней кривизной поверхности, опреде- 
ляемой функцией v. Уравнение (5.1) есть уравнение Эйлера для 
функционала площади (в непараметрической форме) 
F (о) = \ Ут +0; dx. 
0 
Таким образом, из сопоставления формул получается, что поверх- 
ность, на которой достигается минимум площади среди всех поверх- 
ностей с данными граничными значениями, имеет нулевую среднюю 
кривизну. | 
Метрика поверхности М = {x & КЗ | хз = (2), г == Ц} задается сим: 
метричной положительно определенной матрицей 


| + Ui, Ux,Ux, 
90, 1+, 


Каждой точке x@M сопоставим вектор n(x) = 5? внешней нор- 
мали к М в точке х, 


п (х) =(—0x,/W, —v,,/W, ИУ), У=у1+%. 


Это отображение индуцирует другую (возможно, вырожденную) мет- 
рику на М, задаваемую матрицей 


Nyx, "Ny, Nx, : Nx, 
= (4s) =| ). 


Ny, у Ny, Ny, : Ny, 


g = (ij) = | (5.2) 


138 V. Задачи со свободной границей 


Матрица / симметрична и неотрицательна. Минимальная поверх- 
ность S обладает тем свойством, что матрицы © и [в каждой 
точке пропорциональны. Данное утверждение означает, что нормаль- 
ное отображение S в сферу 5? конформно или антиконформно в за- 
BHCHMOCTH от того, положительна или отрицательна функция пропор- 
циональности. Далее этот факт будет доказан. 

Заменяя точку (Cy, Co, C3) Е 5? ее стереографической проекцией 
на экваториальную плоскость из южного полюса, 


С = — (С1 — 162) /(1 - сз), 
и применяя это к n(x), получаем гауссово отображение поверхно- 
сти S (минимальна она или нет) 
их, (2) —ш,, (2) 
ie 1+Vi-+u, (2) 


Вследствие того что стереографическая проекция 5? -— (С индуцирует 
метрику на S*, пропорциональную исходной, нужно только пока- 
зать, что |945 ?, С=}(2), пропорционально метрике, определяемой g. 


‚ 2eu. (5.3) 


Лемма 5.1. Пусть U = Р* — открытое множество и и & С* (И) — 
решение уравнения минимальной поверхности. Тогда 


fz (2) =p (2) р. (2), ze, 
где п (2) =f (2). 


Эта лемма доказывается непосредственно, но требует длинных 
вычислений. Более геометрическое доказательство содержится в ра- 
боте Киндерлерера [3]. 

Матрица © порождает квадратичную форму 


8 — 211 dx} -- 2612 dx, хо -|- L292 is det 
Обозначая dz=—dx,+idxe и d?=dx,—idx., получим 
a + [(Си — See — 012) а? + 2 (ва + G22) dz dz + (ви — Boe + 21912) 42?]. 


Далее, 
ое = [42-Е dz =| |, 42-Е иаар= 


= Ре 422 (1-- в) dz dz+p dz). 


__ ба — B22 + 21912 тт в __ 2 (B11 + 822) 
Заметим, что аи — ‘ V=V1+u2, И Ру 


ЕВГ РЕ У] 5. 


Таким образом, мы доказали 


Следовательно, 


Предложение 5.2. Пусть И < [Р? — открытое множество и ие 
= С* (Ц) — решение уравнения минимальной поверхности. Тогда гаус- 
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сово отображение поверхности 


$ = {хе Е жа=и(2), 2е ЦИ} 
конформно. 

Приведенные выше рассмотрения наталкивают на мысль, что 
можно использовать гауссово отображение поверхности $ в плоскость 
(скажем, комплексного градиента и) с целью установления гладкости 
свободной границы. Напомним сначала теорему Корна и Лихтен- 
штейна (см. Курант и Гильберт [1]. 

Теорема 5.3. Пусть © с- В? — односвязная область с гладкой гра-` 
ницей, В={50]|5|< 1} и функция в = С°, ^ (9) удовлетворяет условию. 
|ы (2) | < 1 в 9. 

Тогда существует гомеоморфизм C=h(z) из Q в В, такой что Ве 
= С! ^ (6), h,=ph, в Q, |hz|>0 6 9 ий(2%) =0 в заранее задан- 


ной точке г EQ. Если для = С*(И), где U CQ открыто, выпол- 
няется соотношение | 
== 6 Q, 


mo F (6) =f (2) — голоморфная функция om 6 в h(U). 
Второе утверждение теоремы элементарно проверяется. Действи- 
тельно, | ae 
[г == Fhe t+ Fe (В), | = Ай, НР (1) =» 
и поэтому Пе. 
О =]. — а Fe (uh, =r (wh; —h,) =F; (| pu P— 1) hy. | 
Так как |w|<1 и 1,520, то F;=0 и тем самым РЁ — голоморфная 


функция, 

Пусть © <: К? — строго выпуклая область с гладкой границей dQ 
и фе С?, ^ (0) —строго вогнутое препятствие. Рассмотрим задачу: 
найти 


(0 —u),, dx > 0 (5.4). 


uc kK: ея 


для всех ое К, где К=\о = Hh? (9) |9 = В О: 

Положим [={г ЕЯ |и(г) =1(2г)}. Мы знаем, что такая функ- 
ция и существует и, кроме того, и = Cl. a (Q) 1) A? © (Qo) для каждых 
а Е (0, 1) и MH CAC QQ. | | 

Теорема 5.4. Пусть [== [Г (и) — коинцидентное множество реше- 


ния и задачи (5.4). Тогда Ol -— жорданова кривая, допускающая 
Cl. ч-параметризацию для всех *<)^. 
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Доказательство. В процессе доказательства мы воспользуемся 
теоремой 6.2, так же как это было сделано при доказательстве тео- 
ремы 3.4. 

Определим гауссово отображение f(z), г =, по формуле (5.3). 
Тогда |— липшицева функция на компактных подмножествах ®, 
удовлетворяющая уравнению 


= В ONT, 
p=/? 
д Ux; | 
в силу леммы 5.1, так как "=. ея) О в @\ Г. Кроме того, 
by (2) — inp, (2) 
* (2) = 2 2 
na L+V 1+ px (2? 

To [* ЕС! ^ (0) и при этом [* (z)=f (z) в [, поскольку их (2) =» (г). в iP 


если положить 


Q, (5.5) 


Лемма 5.5. Пусть функция f* определена по формуле (5.5). Тогда 
fz (2) |< | Ё (2)| для г= 


Доказательство. Пусть х ЕО. После соответствующей замены 
переменных (модули величин [и f= при этом остаются прежними) 


можно считать, что 1рх.х, (20) =0. Непосредственное вычисление пока- 
зывает, что 
Ё — Wx, х ба ых Арх х, 0 + ib, 


iB = Wx1x,01 + Px, x,%2 — 10, 


е aj >0 и 5 — действительные числа. Так Kak  — вогнутая функ- 
fia, TO хх, <0 и, следовательно, | Re fz I<] Re /F |. Вследствие того 
что | Im fz (=| Im #|, приходим к утверждению леммы. 

Для завершения доказательства теоремы построим отображение © 
на В в соответствии с теоремой Корна и Лихтенштейна (теорема 5.3) 
с коэффициентом p = }?. Точнее, пусть 6 = (2) удовлетворяет условию 


й=рй. zeQ, и вц=Р, (5.6) 


и пусть Й (20) =0 в заранее фиксированной точке 2) = O/. Определим 
функции 
| Е* (5) = (г) и F(C)=f (2) 
8(9)=2*()-Е(©, ев. 


Функция g липшицева в окрестности Й (Г). Вследствие голоморфно- 
сти Р(5) в В\\ И (Г) имеем 


= (Qf 


И ПОЛОЖИМ 


= (6) в В\ (1). °— (5.7) 
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Поскольку отображение Й и его обратное Й- класса C! A и се 
= С! ^ (0), то ae С°. ^ (В). Мы должны проверить, что |“ о 
Из (5.6) немедленно следует соотношение 0й-/06 = au Oh-/0C, 
|а|=1. Учитывая, что ОИ-\0б == 0, |p|<1, и используя ая 
щую лемму, получаем 


[а (©) |= [91-3496 | | ва | = 19й-мд5 | (| -—1в | | FEI) >. 


Применим теперь теорему 3.1. Предполагая выполненной теорему 6.2, 
рассуждаем так же, как и при доказательстве теоремы 3.4. Пусть 
(се ОГ. Рассмотрим конформное отображение ф верхней полупло- 
скости с выкинутым диском на В И (Г) (топологический образ 2 /), 
которое переводит действительную ось (— со, со) на ОЙ (Г) (точный 
смысл этого обеспечен в (3.1) — (3.2)). Пусть ф (0) =0. По теореме 3.1 
феЕ С" *(— со, со) для каждого т< А и #7 (ф (1)) есть C! "-па- 
раметризация Of. 

Далее точно так же, как и в теореме 3.4, доказывается, что 
01 — жорданова дуга. № 


Используя этот результат, можно дать непосредственное доказа- 
тельство аналитичности OJ, когда функция 4 вогнута и аналитична. 
(Исторически именно это применение стимулировало разработку зна- 
чительной части материала $ 5.) Доказательство опирается на раз- 
решимость системы дифференциальных уравнений в области ком- 
плексной плоскости и использование аналитического продолжения 
конформного представления минимальной поверхности $ ={х|хз==и (г), 
г=> О`\\ 1]. Идея связи аналитической функции с ее возможными 
продолжениями посредством дифференциального уравнения принад- 
лежит Леви [2, 4]. Сформулируем без доказательства следующее 
утверждение. 


Теорема 5.6. Лусть [= 1 (и) — коинцидентное множество реше- 
ния и задачи (5.4), и пусть, кроме того, ф вещественно аналитична- 
Тогда OI — жорданова дуга, допускающая аналитическую napamem- 
ризацию. 


6. ТОПОЛОГИЯ КОИНЦИДЕНТНОГО МНОЖЕСТВА В СЛУЧАЕ, 
КОГДА ПРЕПЯТСТВИЕ ВОГНУТО 


Если препятствие 4 и область @ произвольны, то топологиче- 
ская структура коинцидентного множества решения задачи (1.1) 
может оказаться слишком сложной. В упражнениях мы показываем, 
что для Любого числа Е найдется такое препятствие, что соответ- 
ствующее коинцидентное множество имеет по крайней мере К ком- 
понент. Однако если препятствие строго вогнуто, а область OQ < |? 
строго выпукла, то можно доказать, что [ — односвязная область, 
совпадающая с замыканием своей внутренности. Этот факт уже был 
использован при доказательстве теорем 3.4 и 5.4. 
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Всюду в этом параграфе предполагается, что 
@ — строго выпуклая область с гладкой (6.1) 
границей в плоскости 2 = м-- 1х», | 


р = С? (Q) — строго вогнутое препятствие, т. е. 
= Wx x, (2) 5620 для (0, 0) == (бл, 8») GR’, 2 = О, 


а (р) = (а: (р), а> (р)) — локально коэрцитивное 


(6.1°) 


6.1” 
аналитическое векторное поле. ий 
Пусть 


ЕК: ал (us) (0 — Ux, dx > 0 wek, (6.2) 


a {vo = Ay (9) [94 в QI, 
=4{2= [и (2) =1(2)}, 


где / — коинцидентное множество решения и вариационного неравен- 
ства (6.2). Это решение и существует, единственно и 


ие Н?. (Q) ПН? ® (Qo) для l<s—<co 


и всех подобластей Q <= О, < О. Так как ф < 0 на OQ, то I — ком- 
пактное подмножество @ (гл. IV, теоремы 4.3 и 6.3). 


Как обычно, мы определяем оператор A: Hy ® (9) > Н-1 (2), по- 
лагая 
д со 
Aveo) (vx), че Hy” (9). 


Вогнутость 4ф означает, что Atp>O0 в ©. Действительно, 


| д к 0a; ; 
Аф= — де Gy (tbe (2)) = — бр (Wb (2) Vays, @)=— Tra, 
где 


ор. (= (2) (57 (ths (2)) +5 (ihe (2))) 


5 (= № У ее ($. (2))) sp (tbs (2)) 
И ий ыы (2) Peas о) | 
Perce (2) Prox, (2) 


Так как & — положительно определенная симметричная матрица, 
а Ч — отрицательно определенная симметричная матрица, то 
— TraY> 0. 


Лемма 6.1. Множество Q\ I связно. 


C= 


Доказательство. Поскольку и (2) =0>4(2) для ге бО и AQ 
связно, то существует только одна компонента Q\/, замыкание 
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которой пересекает 022. Предположим, что ®’ — другая компонента 
Q\ Г. Тогда до’ cI. Для любого бе= Со’ (w’), 60, 
< J [4; (px) — a, (и,)] Cx, dx = | ys (th U)x bx, ах, 
ne 


1 ы 
где су» (2) * op (их (2) +4 (tps (2) — их (2))) at 


Это положительно определенная форма вследствие локальной коэрци- 
тивности а. Следовательно, ф— и есть суперрешение эллиптического 
уравнения и, значит, 


$ (2) — u (2) > inf (p—u), 2G’. 


Но до’ CJ, и поэтому p—u>0B ®’. Мы пришли к противоре- 
чию с тем, что w < Г. В 


Рассмотрим здесь решение о уравнения 
До (2)=0 в В, (20), 2G, г>0. (6.3) 


По хорошо известной теореме о — вещественно аналитическая функ- 
ция в B, (2). о о в виде ряда по однородным полиномам 


ее eee 


о (2) =U (20) + У Ох, (20) (ху — Хр) + 


1=1 


+ У» Pm(2—20), |2—2|<т, Pm(z2—20) 50. 
msn 


Если о нелинейна, то можно проверить, что полином Ри наимень- 
шей степени есть решение эллиптического уравнения с постоянными 
коэффициентами: 


д  @ 
р. (Ux (20)) т тт Pin (2 — 20) =0, | [2 — 20 | <. 


Следовательно, Р„ (5) аффинно связано с гармоническим полиномом 
Ке аёт для некоторого комплексного числа а и OP» (8)/0& аффинно 
связано с amt™-1, m> 1. Отсюда мы заключаем, что 


для данного решения 9 уравнения (6.3), не являющегося 
линейным в окрестности Ц точки го, (0910г) (2) есть (6.4) 
открытое отображение U. 


Определим два отображения Q в плоскость. Первое — это romeo- 
морфизм QQ: 
[* (2) = фи, (2) — 1», (2), 29. 
Второе — непрерывное отображение ©: 
| fo f (2) = их (2) — ius, (2), z2EQ, 


144 V. Задачи со свободной границей 


которое в силу (6.4) открыто в Г, так как в противном случае 
и было бы линейным. 


Теорема 6.2. Пусть Г-— коинцидентное множество решения и 
задачи (6.2). Тогда 
(1) Г — связная и односвязная область, которая совпадает, с замы- 
канием своей внутренности; © 
(ii) f(Q)=f* (1); 
(iii) ОГ гомеоморфно кольцу; 
(iv) int J — связное множебтво. 


Доказательство. Пусть [1 — множество точек г & 2, для которых 

касательная плоскость в точке (2, 1 (2)): 
П.: Уз =9 (у) 

не пересекает 2. Это множество не пусто, так как ему принадле- 
жит точка 2 =, где y достигает своего максимума. Поскольку 
p =C!, то [, замкнуто и содержит некоторую окрестность 2. Кроме 
того, 9(и) > (у), если ye, yz, вследствие строгой вогнуто- 
CTH ф. 

Покажем, что /,C/. Действительно, и — решение уравнения 
Av=0 в Фи 9—0 на 0%. Следовательно, по теореме 8.3 гл. IV 
u<v B ОФ и тем самым 


ф (2) <= и (2) < 9 (2) =4$(2), 2е=1. 


Точка 2ге=[! принадлежит внутренности этого множества до тех 
пор, пока 9 не обращается в нуль в некоторой точке y & OQ. Если 
же 9(у)=0, y =O, то пересечение II, с плоскостью, содержащей 
Q, есть касательная к 0%. Такие точки г е=[: составляют грани- 
цу 11. 

Обратное тоже верно. Пусть Р = 0%. Построим плоскость, кото- 
рая содержит касательную к 0® в точке Р и касается tp в неко- 
торой точке z@®. Тогда по предыдущему z2@/ и соответствие 
Р—г(Р) является взаимно однозначным и непрерывным отображе- 
нием вследствие строгой вогнутости р и строгой выпуклости QQ. 

Для z2=2z(P) пусть и (у) =и (у) —ч(у). Эта функция удовлет- 
воряет линейному эллиптическому уравнению 


да; 
Lw = V5 (uy (2)) Wy и, = 0 


в пересечении окрестности точки Р с Q. Применим принцип макси- 
мума, учитывая, что функция & (у) < 0 в окрестности Р и дости- 
гает своего максимального значения, равного нулю. Тогда 


ди ду 
Fy (Р) > 5; (Р), 
где у— внешняя нормаль. Неравенство и (у) > О в @ означает, что 


д д д ' 
0> a (P) = — 5, (PI cos 6 = (P) sin 9, (6.5) 
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9 — угол между положительным направлением оси XxX, и внутренней 
нормалью в точке Р. Поскольку 9 — линейная функция и касается 
ф в точке 2, TO 


0< 5 (P) cos 6 +4 и (P)sind<5* (2) cosa +2 у (2) sin 8. (6.6) 
Тангенциальная производная и равна нулю на 0%, так что 
Ou . : д | 
0— д; (P)sin 8 — 5». (P) cos 6 
и, следовательно, 


д | д 
sr (P)=—F(P)cos8, 5 Fe, (Р)= — 5 (P) sin 


Вместе с (6.5) это показывает, что функция P—>f(P) отображает 
OQ на звездообразную кривую Г, относительно начала координат 
С другой стороны, Ш, касается 0% в Р, и поэтому 


до : Ou д : 
0 = а, (P) sin — 5 (P) cos 6 = 5 (2) sins — 5% (2) 036. 


Следовательно, Р-}* (2(Р)) отображает OQ на звездообразную 
кривую Г.. Согласно (6.6), Г, лежит внутри Г, и не может пере- 
секаться с последней. 

Нас сейчас интересует внешняя граница В множества }(%), 
которая по определению есть граница неограниченной компоненты 
дополнения к f (Q). Так как f (2) связно, то В также связно. 

Поскольку f (02)=T, лежит внутри Г. = }* (901,) =f (9/11), то BN 
Nf (02) = QD. Отображение f открыто на QNI и [(9\ Г) ПВ=ф. 
Поэтому если zG@Q и [(2) ЕВ, то г=еГи f(z)=f* (2). Значит, 
[#1 (В) < Ги является внешней границей }*-1 (f (Q)) вследствие того, 
что [* — гомеоморфизм 2. Рассмотрим компоненту У множества 
f(Q2)\f(). В силу открытости } на Q и того факта, что f (OQ) <= 
cint/(/), из f(z) Е ДУ вытекает, что г Е ОГ. Следовательно, любая 
компонента U множества |-(У) принадлежит Q\ J и OUcI. 
По предыдущей лемме это невозможно, т. е. } (2)\f(/) пусто и тем 
самым [| (0) =/ (Г) =/* (1). 

Отсюда мы заключаем, что / =f*-(f(Q)) связно, так как /* — 
гомеоморфизм. 

Пусть теперь 20 GO! и 2, @Q\/] — такая последовательность, 
ЧТО 2,—> 2). Отображение { открыто и, значит, [(г») == int f(Q) = 

= intf(/). Кроме того, /* — гомеоморфизм, и поэтому [*-! (f (2, )) S 


= 11 /. Далее, 
[1 (F (2n)) — РЕ" (F (20)) = 20, 


так как |=|“ на Г. Таким образом, / =int/, 
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Аналогично проверяется, что Q\ / открыто и связно и, следо- 
вательно, } (Q\/) < int f (J) = ШЕР (Г) в силу открытости f. Помимо 
этого f(Q\ Г) связно и тем самым [*-1 (f (Q\/)) = Го — компонента 
int /. Действительно, пусть /1 — другая компонента int] и г: = 0/1, 
21 GOly. Рассматривая последовательность 2, & Q\ J, которая схо- 
дится к 21, и [*— ([ (2,)) Е [о, приходим к тому, что г: е Jy. Полу- 
ченное противоречие означает, что [1 = (ф. 

То, что XJ гомеоморфно кольцу, доказывается стандартным 
путем. § 


7. ЗАМЕЧАНИЕ О КОИНЦИДЕНТНОМ МНОЖЕСТВЕ 
В ВЫСШИХ РАЗМЕРНОСТЯХ 


Проведенное выше исследование свойств коинцидентного множе- 
ства опиралось на теорию функций комплексного переменного и 
тем самым применимо только к двумерным задачам. Первый шаг 
к изучению гладкости коинцидентного множества в высших раз- 
мерностях был сделан в гл. ГУ, когда был получен критерий конеч- 
ности периметра множества /. Здесь мы продолжим эти рассмотре- 
ния. Как и в § 1, @сР^М — ограниченное открытое множество 
с гладкой границей 0% и препятствие 


ре С? (0): max p> 0, p<0 на AQ. (7.1) 


Будем предполагать, что неоднородный член вариационного нера- 
венства 7 
f ect (Q). (7.2) 

Предметом нашего изучения является следующая 

Задача. 7.1. Требуется найти функцию 

иЕК: \и„ (0 —и), ах \Ро-и)ах york. 
о Q 

С точностью до небольших технических изменений доказатель- 
ства, приводимые здесь, распространяются и на задачу 4.1 гл. IV. 

Теорема 7.2. Пусть выполнены условия (7.1) и (7.2), и— реше- 
ние задачи 7.1 и Г-— коичцидентное множество. Пусть, далее, 

—Ap—f>n>0 в @®@ 


для некоторого ч>0. Тогда существуют т >0 и dr, O<A<l,. 
такие что для каждого x GOI найдется уе= В,(х), для которого 


Вл (у) < В, (X)M(QND и |х-у=а-Мы г 
Кроме того, для некоторого >> 0 


sup (и — 1) = м. 
B, (x) 
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Из отмеченной в этой теореме плотности множества $`\\\/ немед- 
ленно вытекает 


Следствие 7.3. В условиях теоремы 7.2 тез 01 =0. 
Доказательство следствия 7.3. Так как I замкнуто, то OJ с- Г. Далее 


mes (01 П B, (x)) — mes (/ 11 В» (x)) exe MES Br (NB) | 
@ yr @ yr Or 


где юм = 11ез В, (0). Таким образом, ни одна точка OJ не может 
быть точкой плотности 0[ и, следовательно, тез 0/1 =0. 


Доказательство теоремы 7.2. Поскольку [ компактно, то суще- 
ствует окрестность ‘% этого множества в ®. Выберем г > 0 так, 
чтобы В,(х) <, для каждого хе! при г 2. Заметим, что 
иеЕН?, ® (9) в силу следствия 6.4 гл. ТУ. Пусть В >0. Положим 


w (x) = и (х) —т (х) — [1/(2№)] В|х—х[, хе, 
где х› = OJ — некоторая фиксированная точка. Тогда если x = Q\ Г, то 
Ао = Аи ВИА р 1+8 < 
<— 5%, 0<В—< +1. 


Следовательно, —Aw <0 в В, (хо) [| (ФГ), г<т. Согласно прин- 
ципу максимума, W достигает своего максимума на д (В; (хо) Г 
N(Q\XL)) = OB, (xo) VOL. Предположим сейчас, что хо удовлетворяет 
условию внутренней сферы относительно ONT . Под этим мы пони- 
маем существование такого шара Вь(&) < QX\/, что хо ЕДВ (@). 
Имеем 

W (Xo) = We, (Xo) =0, l<j<N. 


Следовательно, по лемме Хопфа о граничной точке !), хо — He экстре- 


мальная точка w. Кроме того, тах w>0O 
В, (хо) (91) 


Если хе ОГ, то в (х) = [1/(2М№)] В | х—х 2 >0, и поэтому суще- 
ствует y GOB, (Xo), у ЕЕГ, такое что & (у) >0, или 


и (у) — p(y) =[1/(2N)] B | y — x0 P =[1/(2N)] Br? > 0. 
Для того чтобы продолжить это неравенство Ha шар, восполь- 
зуемся тем обстоятельством, что Ux,x, S L~ (Q 9). Напомним, что выбор 


r гарантирует включение В, (у) CQ. Поскольку функция (и —\1),; 
липшицева в 9%, то мы можем написать 


u (x) 1p (x)= u(y) — 9 () + ОИ, (у) — Hx, (у) i —y) +R | x—y, 


1) См. Олейник О. А. О задаче Дирихле для уравнений эллиптического 
типа. — Матем. сб., 24 (66), 1 (1949), с. 3—14; Hopf H. А remark on linear elliptic 
differential equations of second order. —Proe. Am. Math. Soc. 3 (1952), 791 —793.— 
Прим. перев. | 
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где R(x, и) — остаток, и 
| Их, (У) — их, (Xo) |<] Uxx ее) [И — Xo |. 
Поэтому, вспоминая, что Uy = py на I, будем иметь 
| Ux, (Y) — фх, (Y) | <= | Их, (У) — их, (хо) [+ | Pe, (Y) — x, (хо) | 


< const |y—x|<qr. 
Следовательно, 


и (x) — Ap (x) u(y) = p(y) — ar |x—y|—[R Ixy PS 
> [1/(2N)] Br—-ar|x—y|—|R||x-y PS 
=> {[1/(2№)] В — ст — | Ю |2} /? => 0 


для |x—y|<tr, где т достаточно мало, но не зависит от Хх GO! и 
@&> 0. 

Если теперь хо = OJ — произвольная точка, то мы можем найти по- 
следовательность Xp Е OL, хь —> Хо, элементы которой удовлетворяют 
условию внутренней сферы. По непрерывности и (x) —1 (х) Sar’, 
если |x—y|<tr, и, таким образом, В., (у) (QI. Переобозначая 
переменные, т. е. заменяя г на г-- ли < 27 <2% и тна А=т/(1- т), 


получаем, что 
В», (у) < B, (х)  (QN I). | 


Часть границы OJ, которая не является частью границы int /, 
в определенном смысле несущественна. Действительно, рассмотрим 


открытое множество ® = (2`\\ 1 1 DOAJ BQ и заметим, что Q\I 
также открыто в Q.- Поскольку w\(Q\/) Col u —Au=f B ONT, 
TO мы можем сказать, что — Аи=[ п.в. в ®. Однако w — открытое 
множество, и, следовательно, теория регулярности для эллиптичес- 
ких уравнений гарантирует, что — Аи =} в ®. Другими словами, 
@ — наибольшее открытое множество, для которого —Au=f, и 
в этом смысле мы считаем, что O/J\O int [ — несущественная часть 
границы 0/. 


Комментарии и библиографические указания 


Изучение задач со свободной границей, связанных с вариационными неравен- 
ствами, было начато Леви и Стампаккья [1]. В случае интеграла Дирихле (N = 2) 
было показано, что в условиях теоремы 3.4 и аналитичности tp граница коинци- 
дентного множества есть аналитическая жорданова кривая Читатель может выве- 
сти этот результат непосредственно из теорем 1.1 и 6.2. В § 2 было проведено 
предварительное обсуждение вопросов, которые получат дальнейшее развитие 
в гл. УГ. 

Прежде чем исследовать более общие задачи, например такие, где непосред- 
ственно неприменим принцип симметрии Шварца, полезно было установить неко- 
торые предварительные свойства регулярности свободной границы, скажем, 
с целью доказательства ее аналитичности. Это мотивировало рассмотрение тех 
вопросов, которые изложены в § 3 (см. Киндерлерер [3]). При этом было моди- 
фицировано доказательство Киндерлерера [4]. Лемма 3.3 и теорема 3.5 связаны 
с одним результатом Хартмана и Уинтнера [1]. 
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Для гого чтобы проанализировать свойства свободной границы в случае ми- 
нимальной поверхности, мы сначала показали, что O/ непрерывно дифференци- 
руема (см. $ Зи 5). Аналитичность O/ (когда ф также аналитична) получена как 
следствие разрешимости системы дийференциальных уравнений, связывающей KOH- 
формное представление минимальной поверхности {(х1, Хо, Хз) | хз==и (xX), (ху, Х2) Е 
= © \ /} с ее гармоническим или аналитическим продолжением Эта идея при: 
надлежит Г. Леви, который использовал ее для изучения минимальной поверхно: 
сти с заданной или частично заданной свободной границей (Леви [2, 4]). Примеры. 
иллюстрирующие такой подход, даны в упражнениях. 

Теорема 3.6 принадлежит Кафарелли и Ривьере [2]. 

Шеффер [1] изучал вопросы существования особенностей у OJ. Асимптотичес- 
кое описание было разработано Кафарелли и Ривьере [1]. Материал 5 4 заим- 
ствован из работы Киндерлерера и Ниренберга [1]. 

Результаты $ 7 принадлежат Кафарелли и Ривьере [1]. Они служат отправ- 
ной точкой для исследований свойств коинцидентных множеств в больших раз- 
мерностях. 

Возмущения свободной границы рассматривались Шеффером [1] и Леви [9]. 


Упражнения 


1. Пусть функция @ аналитична в G={t=t,+it,||¢t|/<1, Im¢#>0}, непре 
рывна в С |) (—1, 1) и для каждого fp [—- Ю, В], К <1, существует такое ком- 
плексное число C=C (to), что 


ф (0 —Ф (to) _ 


м |S ER Itt, 1е060(-Ь 1, 161 Су» 


где и, O< и = 1, — некоторое фиксированное число. Покажите, используя теорему 
Коши о представлении, что ф Е cue (GN Bp), 

2. Докажите теорему 3.6. 

3. Покажите, что в условиях теоремы 3.4 0/— «регулярная» кривая, т. е. при- 
надлежит классу Cl. [Указание. Вследствие замечаний выше единственные воз- 
можные особенности д/— это острия. Пусть 2, Е ОГ. Рассмотрите отображение Ф: 
Ве (20) N (2 Г) > Be (Zo) flint J, Ф (z)=/*-1 (f (2)) и заметьте, что Ф (2) =2, если 
г => ОДГ.] 


4. Пусть 8 ={2 Е В?||2|<2}, Pn (2)=1—(|2— 2, [2/71 ), где 21 = =, Гл = 
1 


1 | 
о (= + =) ‚ Положим 
pp (2) = тах Q, (2), 2EQ. 

<k 


as 


Пусть и, — решение задачи (1.1) с препятствием фь и [» — соответствующее коин- 
цидентное множество. Покажите, что [, имеет по крайней мере № компонент. По- 


кажите также, что ф, можно так видоизменить, что новая функция Vr будет бес- 
конечно дифференцируемой, а и, будет решением задачи (1.1) с препятствием фь- 
5. Пусть б={2==х-Н | |2| < y>0}, о=(—1, 1) ии= С1(6) удовлетворяет 
условиям 

Au=08BG, Uuy=A(x, и, их) на о, 


где функция A(x, и, р) аналитична по совокупности переменных в окрестности 
х=0, и=и (0), p=u, (0). Покажите, что и может быть продолжена гармонически 
в окрестность точки 2==0, и, следовательно, и имеет аналитическое граничное 
значение на о (Леви [3]). [Указание. Пусть о— гармонически сопряженная функ- 
ция к и в С, v(0)=0, и пусть f (2) =и-й, г=х-- йе С. Аналитическое про- 
должение f может быть найдено путем решения подходящего диоференциального 


150 У. Задачи со свободной границей 


уравнения. Заметьте, что 
? 7>\ ; 1 = Г ях 
F@—f@)—2A (ь s+ 5 Г ФР ©) =0, zeo. 
Покажите, что существует единственное голоморфное решение ф уравнения 


ф' (9—2 (ь FIPA+ Oh FP Ot @])=0, г=б, 


где |2| мало, и что ф (2) ={ (2), если 2G 0 H [Z| мало.] 
6. Пусть © — область в плоскости Z=xX,-+ixe, граница которой содержит дугу Г 
класса Cl. Пусть, далее, 2 =0 ET ине С! (© |) Г) удовлетворяет условиям 


ди 
ду 
где А— аналитическая функция переменных хи, хо в окрестности г=0, А (0, 0) == 
== 0. Покажите, что Г аналитична в некоторой окрестности нуля. 


7. (Теорема Келлога.) Пусть ®@ — односвязная ограниченная область в плоскости 
Z=X,+ix2, граница которой содержит дугу 


Г: x2=f(%1), |%1|<a, f(0)=0. 
Предположим, что РС" О: aj) O<A<1 nu ф— конформное отображение 
G={|¢t|<1|Im¢>0} на ©, которое переводит (—1, 1) на Г и ф(0) =0. Дока- 
жите, что фе СЬ "(В.П 6) для каждых т< А иг-< 1. [Указание. Рассмотрите 
2* (2) =2—2й ((¢+2)/2) для достаточно малых |2| и примените теорему 3.1.] 
Продолжите дальше рассуждение и докажите, что ф = Gus (By G),r<l. 


Au=0B 2, u=OnaTl, = A (x1, X%2) на Г, 


Глава VI 


ЗАДАЧИ CO СВОБОДНОЙ ГРАНИЦЕЙ 
ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ И СИСТЕМ 


1. ВВЕДЕНИЕ 


В этой главе будет показано, как используются метод годографа 
и его обобщения для доказательства гладкости свободных границ. 
Набросок этой методики был дан в $ 2 гл. У. Там новые независи- 
мые и зависимые переменные определялись через решение & вариа- 
ционного неравенства. В этой главе мы пойдем еще дальше. Напри- 
мер, в случае одного уравнения в качестве новых независимых 
переменных будет взят набор комбинаций производных OT W или 
сама функция w. Цель во всех случаях состоит в выпрямлении CBO- 
бодной границы. При этом, правда, получаются нелинейные уравне- 
ния. Для доказательства гладкости решений нелинейной задачи 
можно использовать известные теоремы. 

Однако при этом возникает ряд осложнений. Например, в задаче 
со свободной границей вместо одного уравнения может оказаться 
система. Кроме того, исходные зависимые переменные могут быть 
заданы на двух сторонах свободной границы, как это было в вари- 
ационном неравенстве для двух мембран (гл. II, упр. 13). Для пре- 
одоления первой трудности приходится изучать нелинейные эллип- 
тические системы. Краткое изложение этой теории приведено в § 3, 
чтобы условиться о понятиях, используемых в дальнейшем, а также 
для удобства читателя, не знакомого с основами этой теории. При 
решении задач, в которых функции определены по обе стороны от 
свободной границы, вводится преобразование отражения, определяе- 
мое с помощью преобразования годографа. Это преобразование всегда 
приводит к системе уравнений. 

Другой важный вопрос состоит в том, чтобы выяснить, будет 
ли задача после применения преобразований годографа, отражения 
и т. д. удовлетворять предположениям теории о гладкости решений 
эллиптических задач. Этот вопрос зачастую является наиболее слож- 
ным и технически громоздким. За исключением отдельных примеров, 
он остается за пределами этой книги (если №М>> 2). Кратко и без 
доказательств он обсуждается в § 2. 

Наши исследования будут локальными. При этом основная цель 
состоит в том, чтобы при некоторых исходных предположениях 
о гладкости Г доказать, что Г обладает такой гладкостью, какую 
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допускают исходные данные задачи. На этом пути мы хотим исполь- 
_зовать условия на свободной границе, которые обеспечивают ее ре- 
гулярность. 


Эта глава не зависит от гл. V. 


2, ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ГОДОГРАФА И ЛЕЖАНДРА; 
ТЕОРИЯ ОДНОГО УРАВНЕНИЯ 


Пусть ие С*(9), где © CRY — ограниченная область. На про- 
тяжении этой главы используются обозначения Uj=Uy,, Шу == Их, 


и т. д. Преобразование области , определенное соотношениями 
Yo = Жо, l<o<N-—-l, 


Е 


Им 
Ум = — Un, 
называется (частичным) преобразованием годографа первого порядка, 
а функция 9(у), определенная равенством 

о (у) =хмум Ри (х), хеФ, (2.2) 
называется преобразованием Лежандра первого порядка функции и. 
Предположим, что (2.1) определяет взаимно однозначное отображе- 
ние © на область U. Преобразование Лежандра удовлетворяет соот- 
ношениям 


ао = хм dyy + ук ахм + du= хм dyn + a Ис dYo; 


o<N 
в силу которых 


Ос = Ис, l<ox<N—l, 
(2.3) 
Un = Хм. 
Здесь и в дальнейшем нижний индекс у и обозначает дифферен- 


цирование по x, а у v— дифференцирование по у. Обратное отобра- 
жение к (2.1) задается соотношениями 


Хо=и, Lxox<N-l, о 
= XN = Un. ( | ) 
Кроме того, если и удовлетворяет некоторому уравнению второго 


порядка, то о также обладает этим свойством. Чтобы показать это, 
просто заметим, что из соотношений 


| 0 0 
dy _ : 
dx 0 1 0 |’ 
— Им .. —UNN 
| 0 0 
es Ce 0 1 б 
ee [м UN UN-1N 
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следуют равенства 


бух oe pipes: дух м = UNG (2 5) 
Oxy | мм’ Xe Ом” 


U 
дз 7 ды — BE Ow, ime oy OM (2.6) 
где д, =0/ду». В частности, 

Ugg = Эва —(Vgn/UNN), 1<90=— М-—1, 
и поэтому, например, 

Au = — (19мм) — (1/0nw) У Von + Хо. (2.7) 


Более общо, если и удовлетворяет некоторому эллиптическому 
уравнению, то тем же свойством обладает v (см. упр. 1). 
Другую замену переменных, заданную равенствами 


Ус = Xo, 1 = о— М-—1, 
Ум = и (Хх), 


будем называть преобразованием годографа нулевого порядка. Свя- 
жем с ним новую зависимую переменную 


p(y) = хм. (2.9) 

Предположим опять, что (2.8) определяет взаимно однозначное 

отображение ® на область U. Преобразование нулевого порядка 
удовлетворяет равенству 


tyne be 2 die + uy dew = Dt dys + uy dp, 


т.е. g=—U,/Uy, Wy=1/ty. (2.10) 
Отметим также, что обратным к (2.8) является преобразование 


(2.8) 


Xo = Yo; 1 = а— М-—1, 
Хм =1. 
Из (2.10) следует, что 


(2.11) 


+2. On, lx<o<N-—l1, 
N 


(2.12) 


Отметим elle, что 
$. 
Ugg = — pot ee Won — г и 


| 
имм = — wy мм, 
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поэтому, в частности, 
Iw. Дом 
Аи — — 5 Soot ged Voth — ge (1 +) ¥5) мм. (2.18) 


И снова, если и удовлетворяет эллиптическому уравнению, TO и 
обладает этим свойством (упр. 2). 

Применим теперь эти преобразования к изучению одной простой 
задачи со свободной границей. Как и раньше, ® < RY — область. 
Пусть 0 @ OQ, и предположим, что около нуля 9® — это гиперпо- 
верхность Г гладкости C! с внутренней нормалью в нуле, направ- 
ленной в положительную сторону оси хм. Пусть u(x) = С? (8 Г) 
удовлетворяет задаче ` 


Аи (х)=а(х), хеО, 


№ 
и (х) =0, > Ce (x) =), xel, (2.14) 
1 


где а(х) —гладкая функция в полной!) окрестности точки х=0и 


для простоты Cy, ..., Cv, b&R. Всегда будет налагаться условие 
невырожденности см = 0. Другими словами, необходимо требовать, 
чтобы направление с = (с1, ..., см) не было касательным к Г. 


Мы рассмотрим два случая задачи (2.14). В первом предпола- 
гается, что В =0, cy 0 и а(0) <0. Попытаемся применить в этом 
случае преобразование (2.1). Действительно, так как Cy=0, то 
и» (Х) =0, 1<=R<WN, на Г в той окрестности 0, где 02 задается 
с помощью Г. Поэтому (2.14) можно переписать следующим образом: 


Аи=а в Q, 


u=u,=0 на Г 1X kR<N. (2.15) 
Чтобы установить взаимную однозначность (2.1) около 0 в ©, отме- 
тим, что так как и, =0 на Ги (0, ..., 0, 1) — нормаль к Г в точке 
x=0, то 

Иво (0) =0, 1<А=— М, 1<9—< М-1, 


и поэтому, в силу (2.15), имм (0) =а (0) <0. Отсюда вытекает, что 
(2.1) отображает окрестность нуля в ©, скажем всю область Q, на 
область И <{и|ум>0}, а Гр—на. часть S гиперплоскости yy =0. 
Следовательно, функция 9(у), определенная соотношением (2.2), 
удовлетворяет равенствам 


— (1/9мм) — (1/омм) У! (One)? У Coe —а(у’, ом) =0 BU, 


(2.16) 
о =0 на Я у = (41, оу Ум-—1), 


1) Под полной окрестностью автор всегда понимает обычную окрестность. 
В данном случае с помощью этого термина подчеркивается, что функция а (x) 
определена и является гладкой в области более широкой, чем @. — Прим. ped. 
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a Г допускает представление | | | 
Г: хм =м(х’, 0), (х’, ONES. (2.17) 
Теорема 2.1. Пусть и(х)е= С*(®] Г) удовлетворяет (2.15) 
с а(0) ==0. Если а С",“ (В, (0)), т=0, 0<a<1, то существует 
такая окрестность By, (0), что и = Ст-+2, 9 (О Г By (0)) и BL, (0) ПГ = 


с Ст“, Еоли a аналитична в В, (0), то ГВ, (0) также анали- 
тична. 


Доказательство. Функция 0 является решением краевой задачи 
(Дирихле) (2.16). Согласно Агмону и др. [1, теорема 11.1], 


о (у) Е Стт?,“ (0 |] $). 


Следовательно, 9, + С”+' “(И (5) и, в частности, (2.17) — это 
C7+!, “-параметризация Г. Для завершения доказательства заметим, 
что так как отображение х =(y’, Uy (и)) принадлежит классу C™+!,%, 
то такой же гладкостью обладает обратное отображение у= y (%). 
Поэтому 


ил (x)= — ум (x) Е С"+Ь “(О ПВ, (0)),. 
| lg (x) = Uo (у (х)) = С"+% “(О Г Bo), l<o<N—-Il. 


Если a(x) аналитична, то отсюда следует, что (2.17) дает анали- 
тическую параметризацию Г (Морри [1] или Фридман [1]). № 


В случае 6 520 мы сталкиваемся с другой ситуацией. Итак, пред- 
положим теперь, что D0 и Cy=0, и введем новые зависимые 
переменные (2.8). Опять, так как и=0 на Ги (0,..., 0, 1 — 
нормаль к Г в точке х=0, то из (0) =0, l<=o=<=N—l1, и поэтому 
им (0) = b/cy 52 0. 

Пусть b/cy > 0; тогда (2.8) является взаимно однозначным ‘отобра- 
жением части @ около х=0, которую мы будем считать всей @, на 
область U < {и| ум > 0}. При этом Г отображается на часть $ гипер- 
плоскости {у|ум=0}. Из (2.10), (2.13) и (2.14) следует, что 


Iw 2 | | ть о | 
— Уфо Уфы р; (1-Х) ww —a(y’, У =0 8 И, 
| a (2.18) 
d Cotto + фм = см на Г. 
Кроме того, Г можно представить в виде | 
| Г: xy=w(x’, 0), (х’, OES. (2.19) 


Следующее утверждение мы установим только в аналитическом 
случае. 


Теорема 2.2. Пусть и е= С? (QUT) удовлетворяет. (2.14), где а— 
аналитическая функция в полной окрестности начала’ координат, и 
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предположим, что 6520 и сиэ-0. Тогда поверхность Г аналитична 
около x=0. 


Доказательство. Применим снова теорему 11.1 Агмона и др. [1]. 
В этом случае граничное условие является условием Неймана, а не 
Дирихле. Но теорема о гладкости все равно применима, так как это 
граничное условие коэрцитивного типа. Мы обсудим это свойство 
более подробно в следующем параграфе. № 


Можно ли ослабить предположения этих теорем? Для справедли- 
вости теоремы 2.2 достаточно предположить, что ие С! (® |] Г), 
а Г— поверхность класса Cl. Для теоремы 2.1 сформулируем сле- 
дующий критерий. 


Теорема 2.3. Пусть Q с ВМ — ограниченная область с 0 SOQ и 
ие Н?, ® (©) удовлетворяет (2.15) около х=0 в Q и на OQ. Пред- 
положим, что a(x) = С°“ (9) для некоторого a, O<a<1, иа(0) = 
0. Если 

lim о-^ mes (B, (0) [| 2)> 0, (2.20) 
о > 


то 
(i) OQ около х=0 является гиперповерхностью Г класса С* ц 


(ii) ие С? (0 Г). 


3. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ 


Этот параграф является кратким введением в теорию эллиптиче- 
ских систем. Большинство приводимых здесь определений и свойств 
хорошо известно, однако и читатели, не вполне знакомые с «весами» 
и их использованием, смогут получить тут необходимые сведения, 
не прибегая к другим источникам. 

Пусть © CRY — область, которая в наших приложениях обычно 


будет либо ограниченной, либо совпадающей с Ri = {y = R*|yyv > 0}. 


Положим 


1 д р 
D=(D,, ое) Ds PIF oy, l<j<N. 


Пусть Ly (y, D), 1<k, |< п, — линейные дифференциальные опера- 
торы с непрерывными комплекснозначными коэффициентами. Рас- 
смотрим систему уравнений для зависимых переменных ul, ..., и”: 


УГ, D) uw (y)=fe(y) в 9, 1<k<n, (3.1) 
j=l 


где [»„—заданные, скажем гладкие, функции. Каждому уравнению 
припишем целый вес 5, < 0, а каждому зависимому переменному — 
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целый Bec #, >=0 так, чтобы ') 
ord Lz; (у, D)<s,+t, в ©, 1<, |< п, max Sp = 0. (3.2) 


Такое задание весов называется согласованным. Считается, что 
Ly (у, 2) =0, если 5$, 1, < 0. Пусть Гь; (у, О) обозначает совокуп- 
ность членов оператора Ly, (y, 2), имеющих точный порядок та 
тогда [»,— либо нулевой оператор, либо оператор, однородный по 
порядка $» --&,. 


Определение 3.1. Система (3.1) называется эллиптической (с весами . 
Sp, И {,), если 


rank (Li; (у, #)) =п для любых 052 Е КМ иу=® (3.3) 


и, кроме того, для каждой пары независимых векторов & иеКМ 
и уе О полином (по 2) p(z)=det (Li; (у, &--21)) имеет точно p = 


1 eo eo 622 1 
= - Чебр корней с положительной мнимой частью и P=; 4еёр 
корней с отрицательной мнимой частью. 


Условие о корнях при №М-—3 выполняется автоматически, но 
при №=2 уравнение может удовлетворять условию (3.3), но не 
удовлетворять условию о корнях. В качестве примера можно взять 
уравнение Коши — Римана ди/дё =! и любые его степени. 

Матрица Ly; (у, &) называется главным символом. Предположим, 
что при фиксированном Yo =‘ мы ищем решения однородных урав- 
нений с постоянными коэффициентами 


п 

>, Ги В) и (у) =0, уеКМ, 1<Ёж 1, (3.4) 

j= | 
имеющих вид WwW (у) =5с/е*, CEC, 0-2Ё == КМ. Тогда (3.3) выпол- 
няется в том и только том случае, если cl=...=c"=0 для любых 
05-Е = КМ, y SQ. Такие решения называются экспоненциальными. 
Итак, эквивалентным (3.3) является условие отсутствия нетривиаль- 
ных экспоненциальных решений у главной части системы (3.1), т. е. 
у системы (3.4). 

Общая система уравнений 


Еь (у, Du, ..., Ои") =0, yeQ, 1<k<n, (3.5) 


где символ D обозначает все производные, а не только производные 
первого порядка, называется эллиптической на решении и = (и1, ... 
..., WU”), если уравнения в вариациях 


У ль, DY =F Fay, Бат, ..., Би") b0=0 (3.6) 


j=! 
образуют эллиптическую систему в смысле определения 3.1. 


1) Через ordL обозначается порядок дифференциального оператора L, — 
Прим. перев. 


158 =VI. Задачи со свободной границей для эллиптических уравнений 


Опишем теперь граничные условия. Эти условия достаточно рас- 
смотреть только на части $ границы 0, принадлежащей гиперпло- 
скости им =0. Пусть Вь,(у, 0), 1<h<p, |< ]=ж< п, — линейные 
дифференциальные операторы с непрерывными коэффициентами. 


Определение 3.2. Набор граничных условий 


У! Вы (и, Буи (у) =аь (4) на SCOQN yy =O}, 1<h<p, (3.7) 


j=l 
является коэрцитивным для системы (3.1), если 
п 


(i) система (3.1) эллиптична и число 2 = У, (s;+t,) =0 четно; 
| 


(ii) существуют такие целые числа т |<йИ=< и, что 
ord В», (у, В) = г» и на $; 
(iii) для каждого Yo] S однородная граничная задача 


УТ (Yo: р)и=0 В RY, = p= 7, 
7 


(3.8) 
У, Bij (и, D)w=0 на ул=0, 1<h<y, 
/ 


где Bh;—uactb В», точного порядка г„--{, не имеет нетривиальных 
ограниченных экспоненциальных решений вида 


uw (у) = (ук), 1<j<n, 05-Е е КМ, 


[Здесь, как обычно, у’ = (ул, ..., Им) и & = (8, ..., Ey-1).] 
Мы можем также распространить понятие коэрцитивности на 
нелинейные системы. Набор граничных условий 


Ф, (и, Dut, ..., Du")=0 наф, L<h<u, (3.9) 


является коэрцитивным для системы (3.5) на и=(и\, ..., и”), если 
существуют такие веса fy, «++, Г», что набор линеаризованных гра- 
ничных условий 


Увы (и, Буй = 
| | 


=, (у, D(wi+tm), ..., О (и 1”) 0 =0 BS (3.10) 


является коэрцитивным для системы уравнений (3.6) на 5. 

В следующих параграфах наша цель будет состоять в сведении 
с помощью преобразований: годографа и Лежандра задач со свобод- 
ной границей к нелинейным эллиптическим системам с коэрцитив- 
ными граничными условиями. Эти системы имеют много интересных 
свойств, связанных с существованием и единственностью решений, 
но нас будут интересовать лишь свойства гладкости их решений. 
Сформулируем здесь теорему, которая нам понадобится в дальней- 
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ewer a 


шем. Пусть О — окрестность 0 в RY и S=0U {) {yn = 0}. 


Теорема 3.3. Пусть u=(u!, ..., и”) — решение задачи 
Рыб Ви ПО. ~e =U, ГЕИ, (3.11) 
O, (y, Du, eeey Du") =0 на S, l<h<yp, ый 


где (3.11) — эллиптическая и коэрцитивная на и задача с весами Sz, 
ty, th, 15 р А—< п, 1<A<u. Предположим также, что функции 
F, и Ф, аналитичны по у и a Ы от и. Пусть ro = 


= тах (0, 1--/). Если у Te *(UUS) при некотором a> 0, 
то w аналитичны в И US; ==. 


В качестве первого примера эллиптической системы рассмотрим 
задачу 
АШ=р в (0, 1<j<p, 


Sap = на S, l<h<n, koa) 


t=] 
где (пы) — постоянная матрица размера ижи и, как обычно, U — 
окрестность 0 в RY, а $=00 A {Ух =0}. Припишем каждому урав- 
нению вес $, =0, каждому и’— вес [,=2, а каждому граничному 
условию вес г, =— 2. (Система, соответствующая (3.8), имеет вид 

Ай’ =0 в КМ, l<j<p, 

Ха =0 в KY, 1l<h<up. 
Ограниченное экспоненциальное решение этих дифференциальных 
уравнений дается соотношениями 

it’ (y’, t) = 1’ ф/ (t), t>0, у’ = Юм-1, 

Ф/ (В = се! 11, del, 

для каждого 0=/Ё’ = КХ-1. Следовательно, $/(==0, 1<j<u, 


тогда и только тогда, когда с!==...=0=0 является единственным 
решением системы 


UL 
~ae=0, 1=Ажы, 
1 


т. е. задача (3.12) коэрцитивна в том и только том случае, если 
det (a,;) 40. В частности, коэрцитивна задача Дирихле для урав- 
нения Пуассона, и, более того, коэрцитивна задача Дирихле для 
любого эллиптического уравнения (упр. 3). 

Покажем, что выбор весов для системы может оказаться не таким 
уж простым делом. Рассмотрим систему 


Au'=0, Aw+hu?=0 в U, (3.13) 
ut— u®7=0, Dyu'—Dyuw?=0 на 5, 
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где OF AER. Итак, что можно сказать о задаче для двух различ- 
ных уравнений с совпадающими данными Коши на гиперплоскости 
Ум =0? Предварительное приписывание «обычных весов» $1 = $ =0, 


Н=Ь=2, = — 2, 7. = — 1 приводит к «линеаризованной системе» 
71 — 7 oe с. 
Ай? = 0 "  Dyit! — Dyit? =0 


которая не является коэрцитивной. Введем теперь & = и? — и1; тогда 
(3.13) запишется в виде 


Аи! =0 ш=0 
| ? S. 3: 14 
АРА (ши) =0 “ Dyw=0 Cay 
Положим $=0, $&=—2, Н=2, f,=4 u ry~=—4, г. =—-3. Глав- 
ной частью задачи (3.14) является задача | 
Ай? =0 @ =0 
КМ, о Км-1. 3.15 
ды "№ paso on 


Взяв й1 (у’, th=e4''p(t) и @(y’, t)=e4'='C(t), получим, что g(t) = 
= ce-|§’lt, а € является решением задачи 
GY (t) —| 8" PS (t) = — Ме, 
C (0) =0, (3. 16) 
С’ (0) =0 (3.17) 


с дополнительным условием, что $ир | 5| < со. Следовательно, C(t) = 
= Се Сие 1 и, в силу (3.16) и (3.17), С, =0, —|&' | С, -+ 
+C,=0. Поэтому Co=C,=c=0, и, значит, у задачи (3.15) нет 
ограниченных экспоненциальных решений. С помощью теоремы 3.3 
ВЫВОДИТСЯ 


Теорема 3.4. Пусть решение (u, и?) задачи (3.13) с ^=20 опре: 
делено в окрестности U точки y=0 из полупространства {ум >0\. 
Тогда данные Коши функций ut, и?, заданные на $ < {ух=0}, ана- 
литичны. 


Приведем второе доказательство теоремы. Применив А ко вто- 
рому из уравнений (3.14), получим, что W является решением сле- 
дующей краевой задачи для уравнения четвертого порядка: 

| @ =0, 
(A?+AA)w=0 в U, на о. (3.18) 

Dyw =0 
Эта задача коэрцитивна с обычными весами $=0, [=4, ry =— 4, 
г. = —3. Заметим, что ¢=f,. Следовательно, & аналитична BUUS. 
Так как A=40, то функция и1 == — (1/^) Aw—w также аналитична. 
Приведенное доказательство наводит на мысль, что преобразования, 
которые нужно произвести в задаче, чтобы она стала коэрцитивной 
при «обычных весах», сводятся к дифференцированию уравнений. 
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Интересно сравнить одну простую задачу сопряжения!) с задачей, 
рассмотренной выше. Положим Ut = {ум > 0} П В! (0), И = {уу< 0} П 
ПВ, (0) и предположим, что функции ul = С'(0+), ое С!([7) яв- 
ляются решениями задачи 
Ам -- и =0 в 0+, ui—v=0, 
Av=0BU, Dyu'—Dyv=0 
где A&R. Определяя и? (у) =C'(U+) с помощью равенства и? (у) = 
=9(и, — им), ре что 


на им =0, (3.19) 


Ам - Aui=0, Ш — и? = 0, 
в Us, ‘ Ha ум = 0. (3.20) 
Au? = 0 Ом + Dyu? = 0 | 
Легко видеть, что эта система коэрцитивна с «обычными весами» 
$ =5 =0, ty=t,=2, и =— 2, г, = — | независимо от того, равно 


Л нулю или нет. Следовательно, и и UV аналитичны в полной рее 
ности нуля. 

В следующих параграфах нам придется иметь дело с нелиней-_ 
ными системами и граничными условиями. Для проверки эллипти- 
чности и коэрцитивности таких систем удобно иметь критерий, ко- 
торый достаточно применить в одной точке. В оставшейся части 
параграфа доказано, что система с согласованным выбором весов, 
которая эллиптична и коэрцитивна в «одной точке», в действитель- 
ности эллиптична и коэрцитивна в смысле определений 3.1 и 3.2 
в окрестности 2 = В и S=Q/) {yy =O}. 

Напомним, что рассматривается система уравнений | 

Еь (у, Ош, ..., Ри") =0, yeQ, 1<k<n,_ - (8.5) 


ей соответствует система уравнений в вариациях 


У Lay (Ys D) a = 5 F ly, О (u}+ ti), ..., D(u"+ta)) 4 
т 


=0, l<k<n, (3.6) 
и граничные условия | 
Ф, (и, Du}, ..., Ои”)=0, yeS, 1<h<u, (3.9) 
с уравнениями в вариациях | 


ХВ (ys Ри = Фь (у, Бали), ..., Бит") | _ = 
1 


=0, I1<h<un. | (3.10) 


Предположим, что sy, ty, гь, L<j, Rn, 1 << A<p, — согласован- 
ное множество весов этой системы. Предположим, что 0 является 
внутренней точкой множества ©. 


1) В оригинале: transmission ргоБ]ет. — Прим. ред. 
6 Заказ 864 
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Теорема 3.5. Пусть u}, ..., и" — решение задачи (3.5), (3.9) в] 5 
и F, |1<k<n, Ф,, 1<h<p, — аналитические функции от у, 
и1,..., И" и производных от Ш для уЕ®|]5. Предположим, что 


ш = СТ” (© |] $), Го = тах (0, 1-х»). Тогда если уравнения в вариа- 


циях (3.6), (3.10) и aan и коэрцитивны при у=0, то задача 
(3.5), (3.9) эллиптична и коэрцитивна на множестве (91$) ПВ, (0) 
при некотором => 0. 


Доказательство начнем со следующей леммы. 


Лемма 3.6. Пусть выполнены предположения теоремы 3.5. Тогда 
система (3.5) эллиптична на множестве (|) 5) Г Bz (0). 


Доказательство. Коэффициенты операторов L,, (у, 2) непрерывны 
на © |) $. Поэтому если 


rank (Li;(y, &))=п для Оэёё жрР” (3.21) 


при y=0O, то это же свойство справедливо, если ySOAUS и вели- 
чина |y| мала. 
Предположим теперь, что при у=0 многочлен 


Р(у, 5-Е 21) = det (Ге; (у, 5- г1)) (3.22) 
имеет точно = deg P корней с положительной мнимой частью и 


И => deg Р корней с отрицательной мнимой частью для каждой пары 
независимых векторов & ЕЮ”. Так как Р\(у, §) — однородный 
многочлен по & степени т = 2 = Xi (s;-+4)), то равенство P(y, E+zn)=0 


имеет место в том и только TOM случае, если Р|у, eR In| = 0. 


[&] |n| 
Следовательно, условие о корнях многочлена P(y, &+2г\) выполня- 


ется для произвольных векторов & и 1 тогда и только тогда, когда 
оно выполняется для независимых единичных векторов &, п. Поэтому 
из простых соображений непрерывности следует, что если (3.22) 
выполнено для у=0, то это соотношение справедливо для ySQUS, 
когда |y| мало. §j 


Чтобы показать, что свойство коэрцитивности также выполняется 
на открытом множестве, используем соображения, основанные на 
теореме об обратном операторе в гильбертовом пространстве. Это 
доказательство, во-первых, достаточно элементарно, а во-вторых, 
имеет то преимущество, что демонстрирует ряд идей, лежащих 
в основе изучения эллиптических граничных задач. | 


Лемма 3.7. Предположим, что система (3.6) эллиптична при 
Y=Yo. Тогда для любого К существует хотя бы одно |, такое что 
степень no Ey многочлена Lz; (Yo, #) равна $ .. 


Доказательство. Эта лемма элементарна. Очевидно, степень по Ey 
многочлена Lp; (Yo, &), обозначим ee 4ебм Li; (Yo, &), не превышает 
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s,+¢t,. Предположим, что для некоторого / выполнено неравенство 
degy Li; (yo, &) <Яя-1, 1 < ]=< п. Мы можем вычислить определитель 
Р (%, ЕЁ), разлагая его по [-й строке. Ясно, что алгебраическое 
дополнение Li (yo, &) элемента Lj; (Yo, &) есть однородный полином 


степени >) 5, + >) ty. Поэтому из соотношения 
1 №) 


Р (yo, §)= У, Lis (Yo, &)L” (Yo, &) 
j 
следует неравенство 7 


degy Р (Yo, Е) < max (deg Lis (у, H+ Sst У, 'n) < 
i 651 hei | 
< + >, Sr + De th =m. 
RL h#i 
Следовательно, многочлен P (yo, (§’, 0)+2(0, 1)) не может иметь 
т корней, что противоречит предположению о коэрцитивности из 
определения эллиптичности. §j 


Удобно ввести понятие коэрцитивности системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений, означающее просто-напросто выполне- 
ние длинного списка условий. 


Определение 3.8. Система обыкновенных уравнений в постоян- 
ными коэффициентами 


п 
У ры (D;) v/ (t) =f, (t), 0O<t<ao, d <kh<n, (3.23). 
1 
У Inj (Dy) 07 (0) = an, 1 йжы, | (3.24) 
1 
где О; = — id/dt, снабженная весами $», ty, г», называется коэрци- 
тивной, если выполнены следующие условия: 
(i) deg ри, (т) < 5%, — Чевдьь (т) ть  1< j<n, 
l<A<yp; 
(ii) для каждого Rk существует хотя бы одно [, такое что 
deg Pry (т) = 5 -1;. | 
(iii) р (т) = det (рь, (t)) — многочлен степени m=) (5-1) =2щ, 
имеющий точно и корней с положительной мнимой частью и и 
корней с отрицательной мнимой частью; 
(iv) единственным решением (v!,..., и”) однородной системы (3.23), 
(3.24), ограниченным при #>>0, является и=...=0”"==0. 


Как обычно, р»; =O, если 5-1 < 0, и т. д. 
Если задача (3.5), (3.9) коэрцитивна на функции и в точке Yo, 
то очевидно, что при каждом 054 Е’ @RY—! система 
dX Li; (Yo, S% D,) 97 (t) = | (8), O<xt<oo, 1 < А=<л, 


У Buy; (Yo, Е. D;) у (0) =p, 1 А =— и, 
6° 
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является коэрцитивной системой обыкновенных дифференциальных 

уравнений. 
Рассмотрим теперь решение произвольной системы уравнений 

с постоянными коэффициентами | | 


> Py (Di) 0 (t)=0, 0<t<oo, 1<k<n. (3.25) 
1 


Заметим, что @4е{(Р», (01) 9’ (Р =0 для любого 1, l1</<n, и, 
следовательно, размерность ядра оператора (3.25) конечна. Для 
проверки утверждения надо умножить матрицу (Pz, (D;)) слева на ее 
присоединенную матрицу *). 

Под H°(R,) понимается замыкание пространства комплексно- 
значных функций из С® (©.) по норме пространства H°, Скалярное. 
произведение в H°(R,) определим с помощью соотношения 


(и, новы =) lu (t) 0) + Diu (t) Drv (t)| @, и, ое Нор, 


Пусть дана коэрцитивная система (3.23), (3.24); для любого o>0 
оператор 


ры (De): HIT? (Ry) > HF? (В,), ТЖ, |< п, 
непрерывен, и, в силу (1), можно утверждать, что оператор 
Hi ° (Ry) x...x Hin F? (Ry) > He? (Ry), 
(v1, ..., 0%) — >) Dey (Dj) 0! 
i 
также непрерывен. Напомним, что «оператор следа» 
AH? (Ry) >С, v-—> Dt (0) 
непрерывен. Следовательно, оператор 
ав (Од: Н"!"® (Ry) >С, 1<h<pu, 1<j<n, 
v —> 4, (Dz) 0 (0) 
непрерывен для любых A, |, если = = тах (7, +1, 0). Введем 
обозначения. Положим 
V = НУ" (Рых...хН'"""° (В), 
W = H’o— 1 (р,)х...х A *k (Ry) x CH 
и определим непрерывное линейное отображение 


T: V>W (3.26) 


1) To есть на матрицу, составленную из алгебраических дополнений к эде- 
ментам матрицы (Pp; (D)). —IT pum. перев. if 
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с помощью равенства Го=}, где = (1, ..., и") Уи f=(fi, ... 
eee, bis Q1, eeey a) ЕТ, если 


У ры (В) (д =Ь а,  1<k<n, 
1 


У 4 (Di) 0/(0) =a, 1<h<p. 
1 


Лемма 3.9. Для оператора Т: У, определенного в (3.26), 
ker T= {0} и размерность коядра Т конечна. 


Доказательство. Первая часть утверждения является частью (iv) 
определения коэрцитивной системы. Действительно, любое решение 6 
однородного уравнения (3.23) имеет компоненты &/ (Р), которые удов- 

летворяют уравнению 


p(D) ¥(t)=0, 0<t<o, 1l<j<n, 


где p(t)=det (pz; (t)) [см. (3.25)]. Следовательно, 5/(Г) ограничено 
при {>> 0 в том и только том случае, если оно принадлежит любому 
H° (R,), так как t=O не является корнем многочлена р (т). 

Пусть теперь f=(fi, ..., fn» @, ..., ал) е сокег 7. Это значит, 
что для всех и= (01, ..., 9”) = | 


сто, N= [рые 3 ny (De DM, + 


+ » >) any (Dz) vo! (0) a, = 0. 


h=1jf=1 
Возьмем, в частности, v/ ЕС, (R;). Тогда 


п © 


Pap > р, (Рот, ЕО" 2 р (Р,) 5’ Dep, [at =0. (3.27) 
1 es 


k=10 


Заметим, что, не ограничивая общности, можно считать, что 
Ё, = С° (Ю.). Действительно, каждая f,(f) является пределом 
в Н ***” (р.) последовательности @,*f,(t) при в—0, где ф.— 
последовательность симметрических сглаживателей!) с компактным 
носителем. Заменяя № на ф.*], и преобразуя интегралы в (3.27), 
получим (3.27) с исходными |» и новыми пробными функциями 
p,# 0! = Су (Р.). Законность этого основана, конечно, на TOM, что 
оператор р»;(0:) имеет постоянные коэффициенты. 


1) То есть функций вида ‚Фе = ф (x/e)/2, где pace (—1, |), Да =, 
фр— четная функция. — Прим, перев, yo Po a! | 
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Интегрируя по частям в (3.27) и перенося все производные 
на |», получим, что 
Sho, S +) „р 0, of OP Ry, 
j 0 


J 
k=1 


и поэтому fi, ..., [м являются решениями системы 


У, (1+5, **) р, (Ру, © =0, O<ti<oo, 1<]=< и. 
k 


=] 
Как отмечалось выше, размерность этого пространства решений 
конечна, скажем М. Следовательно, 


dim coker T< М- а1т С* = М-ы. В 
Теорема 3.10. Пусть (3.23), — (3.24) — коэрцитивная система. 
Тогда для любого решения vi = Ht (Ry), 1 << п, задачи 
У ры (Di) 9’ =Ь, Oxt<o, 1<k<n, 
У nj (Dz) 07 (0) =а, LSh<yp, 
справедлива оценка 


п п Ц 
j =<C — 
Byte SC| I Pelyro—tegey + ЧИ 
с константой C>0, не зависящей om и’. 


Доказательство. Отображение Т, определенное в (3.26), взаимно 
однозначно и, согласно последней лемме, имеет конечномерное 
коядро Е. Поэтому Т определяет непрерывный изоморфизм 
Т: У №/Е. В силу теоремы об обратном операторе, оператор ТГ-1 
непрерывен. Следовательно, если Tv =/ u [1] — класс эквивалентности 
в W/E, соответствующий f, то 


[9 м=СИЯ пов <= С inf ПЕР Ся 


при некотором C>0, так как =0е= Е. Это доказывает теорему. §§ 


Окончание доказательства теоремы 3.5. Tak как t;-+s,<r9+t,, 
l<j, k<n, и r,tt<rnt+t, l<h<p, 1<j<na, то линеаризо- 
ванные уравнения (3.6), (3.10) имеют непрерывные коэффициенты. 
В силу леммы 3.6, система эллиптична в окрестности у=0. Рас- 
смотрим систему обыкновенных дифференциальных уравнений при 
фиксированном 0=4 &’ @ RA—!:; © 


DS Listy’, Е, D)v/ ()=frlt), O<t<oo, 1<k<n, (3.28) 
1 


У Bi y's Е, 29’ (0) =аы 1<h<p. (3.29) 
А . 
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Нам остается проверить справедливость части (iv) определения 3.8 
для этой системы при малом |y’|. В силу непрерывности коэффи- 
циентов операторов Li, Bhp, для любого e>O0 существует такое 
5> 0, что при | и’ | < 6 коэффициенты при т’ многочленов Ly; (y’, &’, т) 
и рь, (т) для любого / различаются меньше чем на &>0; то же 
самое верно для коэффициентов при т’ многочленов By; (y’, Е’, т) и 
Ч»; (т), где prj (t)=Lej (0, Е, т), 9, (т) = Вы (0, 8’, т). Следова- 
тельно, в силу предыдущей теоремы, решение о @V задачи (3.28), 
(3.29) удовлетворяет неравенству 


: < 


n п и 
<с] > УЛ ток КСЕ p> | + о + p> | Qn 


Ноэтому для достаточно малого в 


| 


п 


ee a] 


п Е 
yl =. © 
di ое = С 


для функций v/, fe, удовлетворяющих (3.28), (3.29). В частности, 
любое ограниченное экспоненциальное решение однородных уравне- 
ний (3.28), (3.29) равно нулю. № 


4. ЗАДАЧА ОТРАЖЕНИЯ 


Наши приложения к задачам со свободной границей начинаются 
с системы, возникающей при изучении ограниченных плазменных 
конфигураций в физике. Она напоминает задачу сопряжения (3.19). 
Предположим, что Г — гиперповерхность класса С1 в шаре B, (0) <= RY, 
проходящая через х=0 и разделяющая В, (0) на две части 62+ и 9-. 
Предположим, что нормалью к Г в 0, направленной в ®+, является 
(0, ..., 0, 1). Допустим, что ие С1(9+0Г97) удовлетворяет 
соотношениям | 


Au-au=0 в Qt, ime. 


Г ® 
Au=0 в &, dujdv30 si | (4.1) 


где А, (х) —аналитическая функция от x & В! (0). 
Теорема 4.1. Пусть и — решение задачи (4.1). Тогда Г — анали- 
тическая гиперповерхность. 


Доказательство. Применим в этой ситуации преобразование годо- 
графа (2.8) нулевого порядка. Предположим, что и>0 в 9+ и 
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и<0в Q-. Тогда отображение 
У =Х№., TCX М, 
ум =U (хХ),. 
взаимно однозначно отображает шар В, (0) на окрестность И точки 
у=0. Можно считать, что (4.2) взаимно однозначно отображает на U 
шар В, (0). Тогда (4.2) отображает 9+ на Ut={yeU [Ум > 0}, 
9 на И’ ={уеИ|ум< 0} и Г на S={yeU|yy=0}. Как и 
раньше, определим | 
| p(y) = хм, y eu, x © В, (0). 


x © B,(0) (4.2) 


Вследствие (2.13) 
— 5 Doo я D Volto — gx (1+ Y v8) vw ths W yy = 0B UF, 
=a Уфо ge Di toto — ge (1+ У) tow =9 в И, 
peci(U+USUU>. (4.3) 


Kak обычно, суммирование ведется по 0, | << М-—1. Задача 
(4.3) напоминает задачу сопряжения, и мы исследуем ее аналогичным 
образом. Положим 


ф (у) = (у’, —ум), yeu, 


что приводит к системе в (+ 


— 5 Dot Fe Di tovow — Fe (1+ У) ну" W yw=0, 


1 2 | ; _ 
‚Фо + я Dy Poon — al + У +) Фим=0 

с граничными условиями 
ф—ф=0, Фм-фи=0 на 5. _— (4.5) 


Для доказательства теоремы достаточно проверить, что эта 
система коэрцитивна. В силу’ локального критерия из теоремы 3.5, 
достаточно это проверить лишь при у=0. В силу выбора координат, 


(4.4) 


| 1 Ug (0 
yw (0) = 00, Yo (0) = — Ze =O, l<osN-1, 


поэтому линеаризованные уравнения для (4.4) с обычными весами 
$1 =S,=0, Н=Ь=2 записываются для вариаций р, ф следующим 
образом: | 

pe Yoo + aynn = 0), 

0 N ` 

. р | BR,, (4.6) 
>> Poo + аФмим =9 
с 
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где а=им (0) > 0. Линеаризованные граничные условия имеют вид 
ф—ф=0, Фи,фи=0О на RY, (4.7) 


Легко видеть, что у задачи (4.6), (4.7) нет ограниченных экспонен- 
циальных решений, и поэтому система (4.4), (4.5) коэрцитивна. № 


5. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ С СОВПАДАЮЩИМИ ДАННЫМИ КОШИ 


Пусть нам даны решения двух эллиптических дифференциальных 
уравнений, определенные в одной области с совпадающими данными 
Коши на части границы. Что можно сказать об этой части границы? 
Здесь мы обсудим на простейших примерах аналог системы (3.13) и 
теоремы 3.4 для задач со свободными границами. 

Рассматриваемая задача имеет определенный самостоятельный 
интерес. Кроме того, она послужит подготовкой для изучения сво- 
бодных границ, появляющихся в вариационном неравенстве для двух 
мембран и в вариационных неравенствах высшего порядка. Чтобы 
выявить переопределенный характер задачи со свободной границей, 
не вдаваясь по возможности в технические детали, будем предпола- 
гать, что различные величины обладают достаточно большой исход- 
ной гладкостью. 

Пусть Q < RY — область, граница которой около 0 е= OQ является 
гладкой гиперповерхностью Г, проходящей через x = 0, с внутренней 


нормалью в точке х-=0, равной (0, ..., 0, 1). Пусть 
? Aut+ Ми = fy, care 
Au? = fe 7 Q, (5.1) 
du ди? 
ui = yu? =0, — = = на Г, (5.2) 


где fi, » — аналитические функции в окрестности и, а AER. 
Знать только, что и1 = и*, недостаточно. 

Мы рассмотрим два случая этой задачи, предлагая в каждом свой 
выбор переменных, определенных в терминах w (x) = и! (x) — и? (x). 
В первом случае мы предполагаем, что fy (0) — р (0) == 0. Тогда будет 
применимо преобразование годографа первого порядка, приводящее 
к коэрцитивной эллиптической системе. Во втором случае мы пред- 
полагаем, что | ==. Это приведет к задаче четвертого порядка для 
одной функции W, которая после соответствующих преобразований 
также сведется к эллиптической системе, отличающейся, правда, от 
системы в первом случае. 


Теорема 5.1. Лиусть ит, и? — решение задачи (5. 1), (5.2), причем 
f1 (0) == Р (0). Тогда Г аналитична около x =0. 
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Доказательство. Положив ш = и! — и?, запишем (5.1), (5.2) в виде 


Aw +A(w+u?) =f; -—Р, 


ee в О, (5.3) 
И = Ш =), 
=: на Г. = (5.4) 


В силу граничных условий для w, w;=0 на Г, 1<i<N. Введем 
преобразование годографа 
y=(x, —Wy), хеЕЗЦГ, (5.5) 
и новые зависимые переменные 
ий (у) = xXvyn +W (x), 


08 (y) =u (x), ee oe 
Так как нормаль к Г в точке х=0О имеет направление оси хм, TO 
Шо (0) =0, 1<i<N, 1x<ox<N-l, (5.7) 


и поэтому мм (0) =f, (0) — fe (0) 4 0. Предполагая, что шмм (0) < 0, 
получим, что (5.5) отображает окрестность х=0 в ©, которую мы 
можем считать совпадающей с ®, на область U < {у| ух > 0} и ото- 
бражает Г на часть гиперплоскости yy =0. Согласно (2.7), и! удов- 
летворяет нелинейному уравнению второго порядка, которое мы 
выпишем позже (см. (5.8)). 

Остановимся на уравнении для 0? (у). Согласно (2.6), 


2 1 1 \2...,, 9м =) 
Oxy yy Ov (дм) = в ры UNN Ow ohn) 


O° ONG UNo Оо \* 
—— 8 = (5, — дн} v2 = 010? — 2 donot + (He. д + 
дхо ONN ONN ONN 
ya] No Мо )- [№ )] 
one FEE oy (ate 0 Onn/ Г 
Таким образом, очевидно, что наше уравнение, будучи по Vv? второго 
порядка, по v! имеет 3-й порядок. Поэтому при выборе весов необ- 
ходима аккуратность! Наша новая система для 01, 9? имеет вид 
[em. (2.7)] 
] | 1 1 
де - Hy Dy Who P+ Y vio + ho? = 
=f, (ом, y’)—fe(on, 9’) +A(ynon —0") BU, (5.8) 
v} ‘fo! vi 1 | 
ono) Laps, (aye) 9 (| ap бу} 
WY ом “Мл м ям м т. 
1 
+525, пе дудной + (22) дит] + (=) дя 
ONN 
= (ом, y’)—Av? BU, (6.9) 


01=0, v?=0 на 5. (5.10) 
Суммирование выше проводится по в, | << М-—]. 
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Выберем веса $1 = —2, 52=0, Ц =4, fp =2, п=—4 и г.=— 9. 
В этом случае 1 --$=4, и поэтому главный символ не будет содер- 
жать третьих производных от 91. 

Для завершения ‘доказательства остается показать, что система 
(5.8), (5.9), (5.10) эллиптична и коэрцитивна относительно выбран- 
ных весов. Согласно принципу локализации, достаточно это прове- 
рить при у=0, где можно считать омм (0) = —1/юмм (0) =1 и, вси- 
лу (5.7), 9 (0) =0, L<i<N, 1<&в=—< М-—1. Для вариаций 9! и 0? 
мы получим систему 


Ao! 0? = 0, 
a. RY, (5.11) 
H=7=0 в РМ. (5.12) 


Главным символом (5.11) является матрица 

И Вх 

О 
ранга 2; следовательно, система эллиптична. Легко проверить, что 
задача (5.11), (5.12) не имеет ограниченных экспоненциальных реше- 
ний. Поэтому, в силу теоремы 3.3, v' и 9? аналитичны в UUS, a 
значит, из представления Г: xy =vy (x’, 0), (x’, 0) ES (см. (2.17)), 
следует аналитичность Г. № | 


Обратимся теперь к обсуждению задачи (5.1), (5.2) с | (x) = fe (x). 
Тогда (5.3) записывается в более сжатом виде 
Aw +A(w+u?)=0, 
Au? = fe 
Применяя оператор А к первому уравнению и подставляя полученное 
выражение для Au? во второе, будем иметь 
А? | ААю=— ЛЬ в QQ. (5.14) 


Для исследования поведения w на Г установим следующую элемен- 
тарную лемму. 


Q. (5.13) 


Лемма 5.2. Пусть w, и? — решение системы (5.13) с граничными 
условиями 
и=ш= и; =0 на Г, 1<i<N. 


Тогда в, (х) =0 на Г при 1<ь j<N. 
Заметим, что условия на Г совпадают с (5.4). 


Доказательство. В заданной точке x° =I" выберем координаты 
Ё,..., Ew С OCbIO Ey, ортогональной к Г в хо. Так как Wx, =0 на Г 


для любого $, то в: =0 на Г для всех ¢ и поэтому 


02% ь 
де, * ) = 9 для 1<i<N, lxox<N-l. 
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В силу (5.13), 
Fo (x8) = — Dw (x) и? (29 N- Lag = 


что доказывает лемму. № 


Наше новое преобразование основано на выборе — Wyn в качестве 
новой независимой переменной. Чтобы в дальнейшем все было. обо- 
сновано, предположим, что А == 0 и Ou?/dv (0) = ди1/ду (0) == 0. Дока- 
жем сначала теорему в терминах системы (5.1), (5.2), а затем. 
в терминах одной функции w. 


Теорема 5.3. Пусть и, и? — решение задачи 


Aui+ Ли! =}, : 
Nigar? Q, ~ (5.15) 

ИО, 
на Г, | (5.16) 


aul/av = ди?/ду 


где {— аналитическая функция в окрестности х=0, a NER. Пред- 
положим, что ^5=0 и ди1/ду (0) == 0. Тогда Г аналитична в окре- 
стности х=0. 


Доказательство. Сведем доказательство этой теоремы к доказа- 
тельству теоремы, приведенной ниже. Положив, как обычно, ш = 
= yi— y?, получим, что А? | ЛАш = — {в ©, и, в силу леммы 5.2, 
D’w~=0 на Г для любого мультииндекса a, |&|=<2. Заметим 


теперь, что 
0? 


+=. OX, Oxy OX, 


д 


Okay Ox, OX, We ad (0) = 


w(0)= 


для любых i+ | < 2М№, так как (02/0xy ax) w=( на Г. Следовательно 
в силу (5.13), 


О) А.) — У oy OF (=. (0) #0. 


Теорема 5.4. [Tycmo w&C*(Q UT) “neon соотношениям 


А? -- ЛАш=о в Q, (5.17) 
0°% =0 на Г для |a|<2, 
ae w (0) 0 на Г, (5.18) 


где NU в—аналитические функции в окрестности х=0. Тогда 
поверхность Г аналитична около х=0. 


Доказательство. Напомним, что ось хм ортогональна к Г в точке 
х=0. В силу (5.18), отображение 


у=(х’, — мм (х)), хе Ъ, (5.19) 
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взаимно однозначно в окрестности нуля в ®, за которую, как обычно, 
мы принимаем всю область 2, и отображает ee на область U, 
которую можно считать принадлежащей полупространству yy > 0. 
При этом гиперповерхность Г отображается на часть S aera: 
скости yy = 0. Положим 


$1 (у) = хмум + wy (x), 
ф? (у) — У Woo (x) | AS Q. (5.20) 
ox N—! 
Определим из (5.17) уравнения для фи g*. Так как g!—ato 
просто преобразование Лежандра функции Wy относительно (5.19), то 
Фо= ом, 1<0=<М—1; Ффи=хм, | 
где, как обычно, нижний индекс у ф' означает дифференцирование 
по переменным и, а у ш — дифференцирование по x. Кроме того, 
Wynn =—1/9nn, Шмммм = Фумм/(фим), 
Wn Noo = (PNo/PNN)o — (Фмо/фмм) (фФмо/Фим)ю LSoSN—1. 
Далее, 


У! вот = Ф: — (фи/ФУм) Фу 1<т<М-1, 
< М 


У Woorr = Pit — 2 (Pe/PNN) Pie + (Фм/Фим) фум — 
o<N . 
— (Pnr/PNnN)x ФМ + (фм/фмм)м (Pnr/ Pn) фм. 
Записав (5.17) в виде 
_ Wynnn +2 У Woown + У Boon +4 tun + Site) = 6 
o<N о, TN 
получаем отсюда уравнение для g', $? | | 
Е: (ф`, @, у)=0 в U, (5.21) 
где 


Fig, ф*, у) = ee 2 (a2) -2 PVN are (zee) |+ 


9 _ Ф Ф) 
+ У [ч.2 ты (th ой (9%=) ght 
% Фмм Фмм Фмм/х 


o,T<N о 
Pvt Фмт 9 4 1 

+( x ( г ) А (4 — у») (9, py) (5.22) 
Фмм/м \Фмм 


в U. Второе уравнение получим, дифференцируя $? двумя способами: 


> Woon = Фм/ФМ, 
< м 


д : Е (Pon 2 
№ Фома = Эх > Do = > [г — Send rl. 
° GN «М ae 


o<N 
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Таким образом, | 
Ез (фу, Ф?) = У (Фоофмм —(PNo)*) —Фи=0 BU. (5.23) 


Итак, ф!, ф? — решение уравнений (5.21), (5.23), удовлетворяющее 
граничным условиям 


gi=0, g?=0 на 5. (5.24) 


Выберем веса $1 =0, $2 = —1, 4 =3, 6 =2, 7» =—3 и гг=—2. При 
линеаризации уравнений в точке у=0 заметим, что 


ф’ (0) = oF (0) =F, (0) = Фу, (0) = Ф%, (0) =0 


для |<0, tx N—1, j=1, 2. Для вариаций G' и $? получим 
из (5.22), (5.23), что 


2 _ ф! 2 ae - 
Lut + Le? = ot ao У Фмос » Poo = 9, 
NN NN oN ем 


(5.25) 
Loy + Leah? = Фмм (0) У Poo — фм =0 
: o<N 
в RY и 
| ф'=ф=0 на RY-'. (5.26) 
Символ системы (5.25) имеет вид 
— itt, 2 
ai = УЕ ф2УШ 
0 0 
—a > 8 — iy 
о 


где a= gyn (0) == 0. Определитель этой матрицы равен 
Г (5) = — [(Ем/а3) + (2/а) & ЕЕ а (У 8) ] = 
= —al(Ev/a®) + DEP =—al (Е, Evia) |* для OA ESR, 


Следовательно, система эллиптична в окрестности y= 0. 
Наконец, проверим коэрцитивность этой системы. Положив 


Py’, д=а (де, Ply’, )=Ь (ей, 05-Е SRY, 
получим для С: и Cy систему обыкновенных дифференциальных урав- 


нений при #>> 0: 


(<5) 61° —(2/a) |B PE Е PL =0, 


аз 
а Ра - 6 =0, 
С: (0) = Cs (0) =0. 


Дифференцируя первое уравнение и подставляя в него второе, полу- 
чим после умножения на а3, что 


Ci” — 2a |B PGi at |B Itt = 0. 
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Следовательно, считая, что а > 0, получим 
Ci (2) = cyhe— 218" 1? + Coe 1, 
В силу граничного условия, с» =0. Далее, 
O =| 8°? (0) = (1/а) [(1/a?) и (0) —2 |5 (0)] = (ex/a) | р 
и, значит, с1 =0. Следовательно, 5, =б› =0. Теорема доказана. № 


Сделаем ряд замечаний относительно предположений теорем 5.1 
и 5.3. Преобразование (5.5) определено, а окончательное уравнение 
имеет непрерывные коэффициенты, если мы предположим только, что 
и1, и? <= С?“ (9 |] Г). Однако для применения теоремы 3.3 мы должны 
знать, что 9! = C**(U |] $). Из-за нашего выбора весов последнее 
включение может быть получено с помощью теоремы 2.1, применен- 
ной к тому из уравнений (5.3), которое содержит w. Так как 


fii—h—-A(w+u) = С*,° (® Г), 


то и = С*,“ (9 |] Г), Ге СЗ,“ и преобразование уи= (х’, Wy) и его 
обратное принадлежат СЗ,“ Так как (у) =. (х), l<oxN-—l, 
а Uy =Xy, то все производные функции и! принадлежат + C8 и, сле- 
довательно, v = C*%(U US). 

Аналогичным образом можно ослабить предположения теоремы 5.3. 
Дифференцируя уравнение для ш в (5.13) по xy, получим задачу 


Awy+A(wy+un)=0 BQ, 
Wry; = 0 Ha Г, l<i<N, 


с ограничением ммм (0) == 0, которое появляется из-за предполо- 
жений теоремы 5.3. Так как Wy, им = С*%°“ (9 |) Г), то можно при- 
менить теорему 2.1. После некоторых рассуждений (упр. 13) можно 
заключить, что & = С“%,“ (© |] Г), а gq! и gq, определенные в (5.20), 
принадлежат соответственно С3,“ (( |] $) и С?,“ (И |] 5). На самом деле 
применение этих рассуждений приводит к С”-результату, что совсем 
не так в случае задачи $ 6, к рассмотрению которой мы сейчас 
переходим. 


6. ЗАДАЧА О ДВУХ МЕМБРАНАХ 


В предыдущем параграфе мы выясняли, как определить поведение 
свободной границы, когда с одной стороны от нее задано несколько 
функций. Вопрос, рассматриваемый здесь, заключается в определении 
гладкости гиперповерхности, когда две функции заданы по одну 
сторону от нее, а третья функция — по другую сторону. Такое распо- 
ложение функций наводит на мысль использовать, как в § 4, преоб- 
разование отражения. 

Сначала мы поставим задачу, а затем покажем, как она появляется 
из вариационного неравенства. Пусть Г —гладкая гиперповерхность 
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в RY, проходящая через х=0, с нормалью в точке х=0, направ- 
ленной по оси хм. Предположим, что Г разделяет окрестность начала 
координат на области Q+* и Q-, причем вектор (0, ..., 0, 1) является 
в х=0 внутренней нормалью для ©+. Пусть ul, и? = С? (9+ |] Г) 
П С? (27 UL) ПС: (Qt UP UQ-) удовлетворяют соотношениям 


Au! + hu = fi, | 
Aut =f, в Qt, (6.1) 
ui = 2, 
uUj= Up BQ, 1<i<N, (6.2) 


Aut (№2) ut = (fi + fa)/2, 


где |, №» — заданные гладкие функции в QtUTYQ, avAER. Гра- 
ничные условия для и’, включенные в (6.1), (6.2), состоят в том, 
что и/ при переходе через Г имеют гладкость С". 

Пусть ® CRY — ограниченная область с гладкой границей dQ 
uh}, 1? == С? (dQ) —заданные функции, причем fh! >h?. Обозначим. 
через К выпуклое множество пар функций 


K={(v!, 5?) | < в ©, и=М на dQ и уе Н(9), j=1, 3}. 


Пусть р, № — заданные, скажем гладкие, функции на Q, a (ut, и?) — 
решение вариационного неравенства 


К [ul (ot — ил), + ut 8—4), — ма (08 — мах 
О 
> —\ [fi (ot — ut) + fe (v? — и?) ] dx для (01, 03) = К. (6.3) 


Q 


Существование и свойства гладкости функции и/ являются предметом 
упр. 13 гл. Пи упр. 5 гл. IV. Мы предположим, что Ww = Н?,$ (6), 
1 <=5$< со, и определим коинцидентное множество функций 


T={x SQ| ul (x) = и? (х)}. 
Легко проверить, что 
_ Au! + hu = fi, 
ды в ОГ. (6.4) 


Положим 91=шШ--б, 02 = и?-- 6, где бе Со (0). Тогда 01 > 92 BQ 
и, следовательно, (91, и?) = К. Подставляя эту пару (91, 92) в (6.3), 
получим, что 


Awi+ Auw?+)Auwit=f,;tfe п. в.в QQ. 


Поэтому из равенств uj = в [, 1<i<N, a также и; = и] п. в. 
в / получим равенство 


| Aud+ + ud= > (fi +h) п. в. в /. | (6.5) 
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Из этих рассмотрений следует, что (6. 4), (6.5) можно переписать 
в виде (6. l), (6.2) около достаточно малой части Г границы ОГ соот- 
ветствующей гладкости. 

Однако далеко не очевидно, что задача (6.1), (6.2) переопределена. 
Действительно, отбрасывая временно уравнение в ©”, получим задачу 


Au! + Aut = fi, ul =u, 
о В Qt, о Г 
u* = fa ee a 

ov Ov 


где у— нормаль к Г. Эта задача, вообще говоря, коэрцитивна и, 
следовательно, разрешима, когда` Г имеет лишь конечную гладкость. 
Очевидно, мы должны использовать информацию, заложенную в урав- 
нение (6.2) в Q-. Чтобы справиться с этой трудностью, введем W = 
— №1 — 2, Ш’ =u'+u?. Тогда 


[A+ (A/2)] w+ (A/2)w’=f,—fe в 4, 
(A/2)w+[A+(A/2)]w’=At+fe в QtUTUQ, (6.6) 
w=w=0 в ГОО, 1<i<N. 
В силу второго уравнения, 

Aw’ = fy + fe —(A/2) (w’ + 0) В? (0*0ГЦ9^), s<oo. 
Вследствие теоремы о гладкости решений эллиптических уравнений 
w’ == At s(Qt*UT YQ) = С3.% (9+ [] Г] 07), lxs<oo, 0=<а<1. 
Наложим теперь условие невырожденности 

fi (0) — fe (0) — Aut (0) 0. (6.7) 
Тогда и ‘является решением задачи | 
Aw (х) =а(х, ш) =fi (x) — fe (x) —(A/2)[w’ (хо (х)] в M+, 
w=w,=0 на Г, 1<i<JN, | (5.8) 
с функцией a(x, в), аналитической по и, класса С3,% по x и удов- 
летворяющей условию а (0, 0) 20. Справедлива 
Лемма 6.1. Пусть 7 
и1, и? © С? (9+1) Г) [] С? (970 Г) Г С* (Q*UTU) 


удовлетворяют (6.1), (6.2), где Г — гиперповерхность класса С*. Пред- 
положим, что выполнено условие (6.7). Тогда существует такая 
окрестность В», (0), что и = и1 — и? == С°.“ ((Q+ |] Г) Г] By (0)) иГ—ги- 
перповерхность класса С*.% около х=0. 


Доказательство. Достаточно применить теорему 2.1 к функции №, 
удовлетворяющей (6.8). a 
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К сожалению, этот прием не может быть повторен для доказа- 
тельства включения Ге С®. 
Введем преобразование годографа первого порядка 


у= (х’, — им (х)), xe, (6.9) 
которое, как мы можем предположить, взаимно однозначно отобра- 


жает Q+ на область U полупространства ум >0, а Г-—на часть $ 
гиперплоскости ум =0. Положим 


о (и) =хмик Е & (х), xeQt, ую. (6.10) 
Обратное отображение к (6.9) задается соотношением 
8+ (у) = (У’, wy), yeuus, (6.11) 


которое, конечно, отображает И в ®+. Пусть теперь С — любая 
константа, превышающая | Duy |1 (и), И 
(у =(У’, Un (у -—Сум), yeUuUsS. (6.12) 

Когда y=(y’, 0) =5, &` (у) =(у’, ум(у’, 0)) = &+ (у) ET. При этом, 
в силу нашего выбора константы С, g- отображает некоторую окрест- 
ность 0 в U, скажем все U, в @-. Используя это новое преобразо- 
вание отражения, мы определим новые зависимые переменные 

pt (у) = (g* (y)), 

Q- (y) =’ (5 (y)), 
Докажем, что три функции 9, Qt и @ удовлетворяют коэрцитивной 
эллиптической системе. 

Теорема 6.2. Предположим, что 
и1, и? = С? (9+ |] Г) Г С? (97 0 Г)П С1 (+ 0ГИ 9”) 


являются решением задачи (6.1), (6.2). Пусть р и В аналитичны 
в окрестности х=0 и 


й (0) — fe (0) — Au* (0) == 0. (6.7) 
Тогда Г аналитична в окрестности х=0. 


Доказательство. Начнем с вычисления системы уравнений для 
о, gt и g-. Нашей отправной точкой является система (6.6). Спра- 
ведливы соотношения, в которых д, = д/ду»: 


yeUUS. = (6.13) 


д U 

5 = Og — ON, l<xox<N-l, 

р ы для x & Qt, 
oe ay 
Oxy = UNN 


_ UNG 
jy, = 00 — GG ON lxoxN-—l, 


для хе ©. 
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Перед вычислением уравнений определим граничные условия для у, 
gt и Ф` на ум =0. Как обычно для преобразования Лежандра, = 0 
при ух =0. Tak как W’ непрерывна в окрестности Г, то ф+ = ф` при 
ум =0. Наконец, (0/0xy)w’ непрерывна в окрестности Г и поэтому 


о м" = 5g w =o 6 ONT при yv=0. 
Итак, 
| Ре на 5, 
(6.14) 
Jt gt — д Q- = 
UNN N cue 


Первое из уравнений (6.6) преобразуется известным образом. 
В силу (2.7), 
ту — Pym, ен + Усио = Ри (ом, 9, 9, У) в И, (6.15) 


‘мм YNN 


где Fy (vy, 9, ф", И) = (y’, Ow) — fe (y’, UW) — (2) (умом + 0+ Gt) — 
аналитическая функция своих аргументов. 

Продолжим так же, как при доказательстве теоремы 5.1. Рас- 
сматривая второе из уравнений (6.6) и обращая внимание только. 
Ha x © 2+, получим, как в (5.9), что 


дмф+ 2, ev On (jue) д o(2%) | Е = On (55) " 


+ У [aor —2 28 ay apt — (282) ont] + 


o<N 


Be foe аа gy) в 0, (6.16) 
NN 


где 
Е (9, 9, ф*, у) = р (У, ом) Ь (У', Uw) — (A/2) (— умом +0441). 


Очевидно, что Ё› — аналитическая функция своих аргументов. Заме- 
тим, что и (х) =0 при хе”. Следовательно, 


вы D [rato (аи) a eel + 
т. нЕ On = } a 2 [2—2 °NN inne ee 


+ (qc) 5 r|+(— = и Ove = Ез (м, 9, y) BU, (6.17) 


где Ез (Ом, Gy; y=hi (у ’ ый Un) — (№2) Ф-. 
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_ Зададим веса $1 =—2 для (6.15) и =5з=0 для (6.16) и (6.17), 
1,=4, t,=2, t-=2 для о, фи фи n=—4, r2e=—2, = 
соответственно для граничных условий (6.14). При линеаризации 
этих уравнений при у=0О предположим, что эмм (0) =а>0. Отме- 
ТИМ, ЧТО Ом (0) =0, 1<o=<N-—1. В линеаризованные уравнения 
не входят члены третьего порядка по V, а в линеаризацию послед- 
него граничного условия не входят члены второго порядка по и. 
Для вариаций 9, Gt u ф ae? система | 


р Oss Onn +> gt =0, 


o<N 
У SiotaPiw=0 BRE = (6.18) 
o<N | 
№ Poo + GE a)? фмм = 0, 
o<N 
v=, 
т Ha . RY", (6.19) 
о Рота 0: 


Легко видеть, что эта система эллиптична и, так как С—а>0, не 
имеет ограниченных экспоненциальных решений. 

Итак, коэрцитивность задачи (6.15), (6.16), (6.17) с граничными 
условиями (6.14) установлена. В силу леммы 6.1, функции 9, gt и 
@- обладают гладкостью, необходимой для применения теоремы 3.3. 
Следовательно, 9, @t, ф- аналитичны в окрестности нуля в UUS. 
Теорема доказана. № 


Комментарии и библиографические указания 


Преобразования годографа и Лежандра используются в различных областях: 
от динамики жидкости до теории выпуклых Tel. Они возникали, например, 
в исследованиях Фридрихса потоков с кавитацией (Фридрихс [1]) и исследова- 
ниях Леви уравнения Монжа — Ампера (Леви [1]). Сведения, приведенные в этой 
главе, основаны на результатах работы Киндерлерера и Ниренберга [1]. Тео- 
рема 2.3 о гладкости получена Кафарелли [2]. Широко изучались краевые задачи 
для эллиптических уравнений и систем. Сошлемся, например, на работы Агмона, 
Дуглиса и Ниренберга [1, 2], Лионса и Мадженеса [1], Морри [1]. 

Материал $ 4—6 заимствован из работы Киндерлерера, Ниренберга и 
Шпрука [1]. За дальнейшими подробностями о задачах с плазмой мы отсылаем 
к работам Темама [1, 2] и Киндерлерера и Шпрука [1]. Элегантное доказатель- | 
ство теоремы 3.4 при N=2, предложенное Леви (Леви [5]), состоит в аналитиче- 
ском продолжении и, —iuy с помощью функции Римана уравнения A+). Это 


доказательство в духе Ta. Vv. Подобный метод можно использовать и для доказа- 
тельства теоремы 5.3 в случае №М==2. Другие обобщения и техника, используемая 
при изучении задач со свободной границей высокого порядка. даны в работе 
Киндерлерера, Ниренберга и Шпрука [2]. 
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Теория существования и гладкости решений в задаче о двух мембранах раз- 
вита в работах Вергара-Кафарелли [2, 3, 4]. В последних работах исследуются 
нелинейные мембраны. | 


Упражнения 


1. Пусть о— преобразование Лежандра функции и, определенное в (2 2) относи- 
тельно (2.1). Покажите, что если оператор F (О?и, Du, и, x) эллиптичен на ии 
G=(D%, Do, и, у) =Е (и, Du, и, x), то G эллиптичен на 9. 

2. Пусть ф — преобразование Лежандра нулевого порядка функции и, определен- 
ное в (2.9) относительно (2.8). Покажите, что если оператор F эллиптичен на и 
и H(D%p, Dip, p, у) =Е (Du, Du, и, x), то Н эллиптичен на ip. 

3. Пусть Ё(О)—эллиптический линейный оператор с гладкими коэффициентами 
порядка 2u, w= 1, определенный в окрестности И точки х=0. Докажите коэр- 
цитивность задачи 


(В) и= в UN {yn > 0}, 
Dyu=e, на $=0ОП{уу=0}, 1 жы. 
Исследуйте этот вопрос для задачи | 
L(D)u=} в о UN {uy 0}, 
Вер 
Dyu=s, Ha S={yy=OlNu, 


me О—й <hg<... < В <2m—1. 
В упражнениях 4—7 определите, эллиптичны или нет, или при каких усло- 
виях эллиптичны приведенные ниже системы. 


4. | Аш + си? = Н, 
д \р в RY, 
В ae 
(>) Е 
д д 
5. mut Х да hs 
o<N М 
02 д в 
oa oa =e 
o<N i 
д д 
eT oe М р 
6. Е 
д 0 yl 2 
Files =(, в |2, 
д 
a ВАР ЗИ 
nt u2=0 
7. | AM + С12и? =, 
р М 
OP Ul +- Cop A” u? = р BR 
Ox? 


при различных предположениях относительно т, р, п. 
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Проверьте, являются ли приведенные ниже задачи 8—10 коэрцитивными. 


8. Ди =0 В Хм > 0, 
д 
pr а) на ху=0. 


9. | Лил —0, 


в Xx 0, 
Аи?- Au? =0 N= 
ui — y2—0, 
ом w= 0 af AN 
Xn OX 
10. Аи, 
ии В хм > 0, 
Au? + Аш =f, 
uw = — и! =—0 Ha Xn = 
“м 


11. Краевая задача 


oust в Q={zeC/|z|< Ц, 
u=g на 00={2еЕС||2|=1} 


не коэрцитивна, так как оператор 9/02 = 5 [(0/0x;) +i (0/Ox2)] не удовлетворяет 


условию о корнях. Тем He менее отображение Т: HS (Q) > Нз-1 (Q)x H* (1/2) (90), 
определенное по этой краевой задаче, имеет нулевое ядро. Покажите, что, однако, 
dim coker Т =со. [Указание: (|, 5) @ coker Т тогда и только тогда, когда 


20 
| | ugdd=0 yueCc”(Q).] 
Q 0 


12. Предположим, что Г — гиперповерхность класса Cl, разделяющая окрестность 
начала координат на Qt и Q-, как в $ 6. Пусть 
Au=0 в Qt, 
Au=0 в ©, 
и=0, 


на Г, 
ut + uy, —Ф (x) =0 
где us, и — нормальные производные функции и соответственно со стороны Qt и 
Q-, а нормаль у направлена в сторону Я®*. Допустим, что ui 5 0 на Г. Что 


можно сказать о гладкости Г? 
13. Докажите, что из предположений теоремы 5.3 следуют включения 


ие С*,“ (9 0Г), ме С3,“(005) и = С?“ (005). 


14. Пусть р (2) — полином степени 2 с корнями Qj, ..., а) в верхней полупло- 
скости и Qy41, ..., аз) В нижней полуплоскости. Покажите, что общее решение 


уравнения 
p (Ри (0 =0, —o<t<o, РБ; = — id/dt, 
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определяется формулой 


и( = eizt 9-2) yy teeta 
\ p (2) 


где Г— любой контур, охватывающий корни а1, ...; Aq, многочлена р, а 9(2) — по- 
лином степени не выше 2—1. Если и (4-0 при &- со, то 


2 9(2) 
at he Fy —o<t<o, 


где pt (2) =(z—a,)...(z—a,), degq<y—1 и Г—контур, охватывающий ay, ...5 Ay. 
Покажите также, что 

Оки (0) =0, если Е-- 489 = в -—1. 
15. Рассмотрите следующий вариант задачи об ограниченных конфигурациях 


плазмы. Дано А >> № №ю— наименьшее собственное значение оператора — А в © 
с краевыми условиями Дирихле. Найти такое и = АД! (4), что 


— Аи Аш (и, 0)=0 в @, 
u=1 на 09. 


и OP MY AUD YET этот вопрос в терминах «проблемы Беллмана», гл. III, 
упр. 8— 10. 


Глава УП 


ПРИМЕНЕНИЯ ВАРИАЦИОННЫХ НЕРАВЕНСТВ 


1. ВВЕДЕНИЕ 


К числу привлекательных черт теории вариационных неравенств 
следует отнести ее применимость к большому количеству проблем, 
имеющих физический интерес. О некоторых из них будет рассказано 
в этой главе. Перечислим их. Это проблема смазки ($ 2), стационар- 
ная фильтрация жидкости через пористую перегородку как в дву- 
мерном, так и в трехмерном случаях ($ 3—6), обтекание жидкостью 
заданного профиля (5 Ги 8) и малые изгибы упругой балки ($ 9). 
Эти проблемы формулируются в терминах вариационных неравенств 
для эллиптических операторов с выпуклыми множествами допусти- 
мых функций того же типа, как в задаче с препятствиями. В сле- 
дующей главе изучается задача Стефана, связанная с оператором 
теплопроводности. 

В нескольких случаях в первоначальной постановке задачи тре- 
буется найти решение задачи со свободной границей, которое само 
по себе не является решением вариационного неравенства. Однако 
с помощью вспомогательных преобразований оказывается возможным 
ввести новое зависимое переменное, являющееся решением вариаци- 
онного неравенства. Мы показываем, что это новое неизвестное может 
быть выбрано как решение задачи Коши, включающей исходное не- 
известное. 


2. ЗАДАЧА ТЕОРИИ СМАЗКИ 


В этом параграфе будет рассказано об одной простой задаче ме- 
ханики —о смазке подшипника. Применение теории вариационных 
неравенств позволяет продвинуться в ее изучении. Ищется распре- 
деление давления в тонком слое смазывающего вещества, т. е. жидко- 
сти с данной вязкостью 1. Эта. жидкость находится в узком зазоре G 
между двумя поверхностями: валом »; и подшипником »,, движу- 
щимися относительно друг друга. Давление р должно удовлетво-. 
рять уравнению Рейнольдса в области G, которое будет записано 
ниже в подходящей для нас форме, вместе с некоторыми гранич- 
ными условиями. 

Сосредоточим внимание на случае, особенно интересном для тех- 
ники (рис. 1). Рассмотрим смазанный цилиндрический подшипник, 
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где Х; и Х,— части круговых цилиндров с параллельными, но раз- 
личными осями высоты 2b. Предположим, что Х, находится внутри 
2s, >; неподвижна, а »Х, вращается с постоянной угловой ско- 
ростью @. Обычно давление достигает некоторого минимального зна- 
чения р., связанного с давлением парообразования в смазывающей 
жидкости, ниже которого смазочный слой отделяется от »Х; или »ь, 
образуя область кавитации /. Эта область кавитации заполнена паром 
с постоянным давлением ре. Так как р. близко к атмосферному дав- 
лению, то полагаем р. =0. Наша изначальная формулировка задачи 
должна быть уточнена с учетом этого явления. Мы ищем функцию 


Рис. 1. Цилиндрический подшипник. 


р—0 в С, удовлетворяющую уравнению Рейнольдса там, где р >> 0. 
Так как через границу множества кавитации масса не перемещается, 
то Op/Ov=0 на ОГП С, где у— нормаль к OL. 

_ Введем цилиндрические координаты 7, 0, 2 с началом координат 
в центре >, и ¢ углом 0, 0—8 = 2л, измеряемым от линии макси- 
мального зазора между центрами (рис. 1). Так как зазор между 
подшипником и осью предполагается очень малым, мы считаем р 
функцией только переменных 0 и 2, что позволяет формулировать 
задачу в плоскости переменных 0 и г. Чтобы записать уравнение 
Рейнольдса, введем некоторые параметры. Пусть г; = 1 — радиус 4g, 
fry — радиус Хь, е— расстояние между осями. Х; и XY, и в=е/(1 — ть), 
09—=—< 1, — эксцентриситет подшипника. Положим ® = {(6, 2)|0—< 
<9—<2л, |z|<b}. Тогда задача, которая здесь обсуждается, при- 
нимает следующий вид. | 


Задача 2.1. Найти функцию р (9, г) =C1(Q) и область [< 0, 
такие что 


Ар = (9%) -»(@%)=Р в 9, AN 
p>0 в QNI, а _ (2.2) 
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р=0др/ду=0 на dl, (2.3) 


р (0, 6) =р(6, —b)=0, 0<0<29л, 


и р (2л, 2) =p (0, 2), —~bxciz< b, (2.4) 


где a=(l+ecos 6)? и f=6ore(l —7,)-* sin 6. (2.5) 


Отметим, что в этой постановке из-за (2.3) необходимо предпо- 
лагать поверхность 01 [|\® гладкой. Первое из граничных условий 
(2.4) означает, что смазка может свободно втекать с обоих концов 
из резервуаров при атмосферном давлении. Второе из граничных 
условий — это обычное условие периодичности. 

Предположим, что поверхность 01[]® действительно гладкая и 
выполнено (2.3). Тогда, положив р=0 в [, получим С! (®)-продол- 


жение функции р B(Q\ Г )[< 9. Представляется разумным заме- 
нить (2.3) условием 


p=0 в I. 


В этом случае \ [ становится в точности множеством, где р по- 
ложительна. Условия (2.1), (2.2), (2.3) можно записать следующим 
образом: 

р=0ир(Ар-р=0 в 0. 


Решение этой задачи может быть найдено с помощью решения вари- 
ационного неравенства, точнее, задачи 2.2, приведенной ниже. Оно 
будет обладать дополнительным свойством, что Ap—f>0B ©. 

Обозначим через Н» (2) подпространство пространства Н1 (6), 
элементы которого и удовлетворяют равенствам 


9 (0, г) =и (2л, 2), |2] < 6, 
0 (8, b)=v(8, —b)=0, << 2, es) 

и положим | | 
К={о=Н+(9) 0—0  B Qh. (2.7) 


Решение задачи 2.1 определяется с помощью решения р следующей 
задачи. | 


Задача 2.2. Найти такое ре К, что для всех о=К будет 
а (р, vu — p)=\f(v—p) в аг, 20e 
Q 


a(u, 0) = \ a (Uge+ иго) 49 dz, (2.8) 
QQ 


причем a и | определены в (2.5). 


Легко проверить, что а(и, 9) коэрцитивна на Hy (2). Поэтому 
из теоремы 2.1 гл. П выводится существование единственного реше- 
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ния р(0, г) задачи 2.2. Более того, р — гладкая функция в О. Чтобы 
доказать это самым простым способом, преобразуем Q в кольцо О 
в плоскости переменных х = (х1, х2) с помощью отображения 


=(a+6-+2z)cos6, x,=(a+6-+2)sin6, (2.9) 
где а>0 фиксировано. Тогда 
O={x eR lax<|x|<a+25} 


и отрезки z=—bD и z=b отображаются соответственно в окружно- 
сти |x|=a и |х|=а--26, ограничивающие О. В силу условий пе- 
риодичности из (2.6), соотношения (2.9) определяют непрерывное 
отображение Н, (52) на Нь (0). При этом К преобразуется в замкну- 
Toe выпуклое множество К = {9 = Hj (0) |9 = 0 в 0}. 

Для функции с (0, г) положим 8 (х) = < (6, 2) и определим 


хх 
* 5 = ха) = Ag, (x), 


Вместо задачи 2.2 рассмотрим вариационное неравенство 


ue Kk: J ates 0 — We, dx | ет ywek, (2.10) 
О 


решение которого и(х) =р(х). В силу теоремы 2.3 гл. IV, ре 
= Я?, $ (0); следовательно, ре Н?, $ (52), | <5< оо. Таким образом, 
доказана 


Теорема 2.3. Существует единственное решение р (6, 2) задачи 2.2. 
При этом p & Н* $ (8) | СЪ* (9), Lxs<oo, O<A<I1. 


Опишем кратко некоторые свойства решения р. В частности, 
можно отметить, что, как бы медленно ни вращался внутренний 
цилиндр »,, кавитация всегда присутствует, т. е. [== {ф. 


Теорема 2.4. Пусть р (0, г) — решение задачи 2.2 и [= {(6, 2) Е 
Е |р (0, г) =0} — множество кавитации. Тогда. 

(1) ри г)=р(8, —2); 

(ii) 14 OD. | 
Доказательство. Для доказательства (i) отметим просто, что 


и (9, 2) =р(0, —z) является решением задачи 2.2. В sis единствен- 
ности решения, р(9, г) =р(9, —2), 
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Для доказательства (ii) предположим, что / = ф. Тогда р —един- 
ственное решение задачи Дирихле 


Ар=} в QQ, | 
p=0 для z=buz=—bD, (2.11) 
р (0, z)=p(2n, г) для —bO<z<b. | 


Элементарные вычисления показывают, что и (0, г) = — р(2л— 6, 2) 
также является решением задачи (2.11), следовательно, и=рв ® 
В этом случае, однако, р ЕЕК, так как есть точки, в которых эта 
функция отрицательна. Следовательно, /[ == ф. § 


Другие интересные свойства р даны в упражнениях. Обратим 
внимание на зависимость решения от эксцентриситета &. Для этого 
перепишем % и [ из (2.5) в виде 


a= о, = 1 -- ев (0, 2, г), {|= = (2.12) 
и через Po обозначим решение неравенства 


a a од 
ре Е К: | [55 ро 95 (© — Po)-+ 55 Род (о — ро) | 40 dz = 
Q2 : 
= | fo (v — po) ds 4г дляоеЕК. (2.13) 
QQ 


Теорема 2.5. Если рь— решение задачи 2.2 для ce u fey ар 
определено в (2.13), то | ре — 8Ро [н: (2) < Ce”, где С > 0 — константа. 


Функцию ро можно рассматривать как первый член в асимпто- 
тическом разложении для pe. Доказательство оставлено в качестве 
упражнения. 


3. ФИЛЬТРАЦИЯ ЖИДКОСТИ ЧЕРЕЗ ПОРИСТУЮ ПЕРЕГОРОДКУ 


В этом параграфе мы опишем задачу фильтрации жидкости через 
пористую плотину, предполагая геометрию плотины очень простой. 
Более общая задача изучается в § 5, 6. Рассмотрим два резервуара 
воды, разделенные земляной плотиной. У этой плотины бесконечная 
длина и постоянное поперечное сечение, состоящее из проницаемой 
вертикальной перегородки и непроницаемого горизонтального осно- 
вания. Таким образом, мы пришли к двумерной задаче, определен- 
ной в прямоугольнике R, который является поперечным сечением 
вертикальной перегородки. Неизвестными в задаче являются (в по- 
перечном сечении) влажная часть CR плотины и распределение 
давления воды. Мы дадим их точное описание в терминах задачи со 
свободной границей, а затем посредством введения новой неизвест- ‹ 
ной функции преобразуем ее к вариационному неравенству (рис. 2). 
Математическое описание этой физической проблемы таково, 
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Задача 3.1. Пусть а, h, HER, причем а > 0, O<A<H. Найти 
убывающую функцию у=Ф(х), О<х=<а, с ф(0) =Н и Ф(а) >В и 
функцию u(x, и), (x, y) ЕО, где | | 

={(x, у) 0 <у<Ф(х), 0<х<4}, 
say ees следующим условиям: _ 
(i) u(x, у) — гармоническая функция в Q и непрерывная на Q, 
и (0, у) =Н для OY <A; 
2 h при Oxy<h, 
oe n={, при h<y<g(a), 
и, (x, 0)=0. при 0<x<Q; 

(iii) u(x, y)=y, Ou/dv(x, y)=0 при y= (x), О<х<<а, 2dev— 

внешняя нормаль к кривой y= (xX). | 
у 


H 


| ig Y= 9 (2) 


To 


0 


г | а 


Рис. 2. Пористая перегородка в двумерном случае. 


Соотношение между пьезометрическим напором жидкости и и 
давлением р определяется формулой 


u(x, у) =у- (1) px, у), (хх y) EQ, 
где гравитационная константа соответствующим образом нормиро- 
вана, а \) — удельный вес жидкости. Необходимо отметить, что в за- 


даче неизвестными являются как область 2, так и функция u(x, и). 
На неизвестной части 
Г: у=Ф(х), O<x<a, (3.1) 

границы 02 функция u(x, у) должна удовлетворять двум условиям — 
условиям Коши — и поэтому Г является свободной границей. Наша 
цель состоит в переформулировке этой задачи со свободной грани- 
цей в виде вариационного неравенства. Условие (11) налагает неко- 
торые требования гладкости на Г. 

Предположим прежде всего, что задача 3.1 имеет решение {ф, и}, 
где ф— гладкая функция, а ие Н! (8) [| С° (6). Из (i), (ii) и второй 
части условия (iii) вытекает 


Лемма 3.2. Решение и задачи 3.1 удовлетворяет уравнению 


Juste иди dx dy = (3.2) 
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для любого Е =С!(®), равного нулю в окрестности отрезков 
96 [| {х=0} и ФГ {x =a}. | 


Справедливость леммы следует из формулы Грина 


= | Aut dx dy = \ [ube ис ах dy— (eas. 
о 900 


Лемма 3.3. Пусть ие Н! (42) — решение задачи 3.1. Тогда 
u(x, y)Sy @ Q. 


| Доказательство. Заметим, что физически это означает не что 
иное, как утверждение о неотрицательности давления жидкости. От- 

метим прежде всего, что и (0, и) =, и (а, у) = у и u(x, у) =уна Г. 

Положим 

0, если uSy, 


и—у, если u<y. 


Функция 5 неположительна и обращается в нуль при х=0 их=а. 
Кроме того, 


C=min(u—y, =| 


t= | О при uSy, 
> их при u<y, 
| 0 при uDSy, 
Cy — 
ии-1 при uy. 
Применим предыдущую лемму, учитывая, что 6 =0 на Г 


0 = [м.б -Е шуб] ах ау = | (@-+Я-) ахау= 
} 


Q {u<y 


(x +0, + 6,) dx dy = 


(+ dx dy—§ C(x, 0) dx > (+) dx dy, 


Q 


о 
= тах dy +S [E(x, Ф0))-6(х, ОЛах= 
о $ 
= \ 
причем в последнем неравенстве исполь’`овано, что €< 0. Следова- 


тельно, б=0 в Q, и поэтому u>y B Q. 9 
При фиксированном x е= (0, а) величина протекания плотины, или 
© (x) 
расход воды, дается формулой — | u,(x, #) dt. 
0 
_ Лемма 3.4. Пусть и — решение задачи 3.1. Тогда 


Ф (x) 
ve \ ug (x, И = 5 (На) dan Оха. (3.3) 
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Доказательство. Действительно, выбирая в качестве €=€ (x) 
функцию только переменной х, равную нулю при х=0и х=а, мы 
получим, в силу леммы 3.2, что 


0 ых 2’ (x) | 4 и, (x, t) a dx. 
б 0 


| Ф(х) 
Следовательно, | и„(х, ¢)dt=const=k, но 
б 


a @ (x) 


| 1 1 
"= | \ и, (x, t) dt dx = = | ue, t)dt == (WH). В 


OQ 


_В отличие от решения р(8, г) проблемы смазки функция и (х, и) 
сама не является решением вариационного неравенства. Какие свой- 
ства можно использовать в прямоугольнике 


={(x, у) 0 <х<а, 0<y<H} (3.4) 


для получения вариационного неравенства? Функция U(x, и) = 


=и(х, у) —иу непрерывна Ha ® и обращается в нуль на Г. Продол- 
жим и непрерывно Ha R\ ©, положив ее там равной нулю. Это 
продолжение и принадлежит H'(R), поэтому, в силу леммы 3.2, для 


Се Сь (К) 
| [obs т Vyby] dx dy = \ [9х6 + Оби | dx dy = 
R о 


= [Ube + Uyby] dx dy — у dx dy = 
— tydxdy=— §Iaty dxdy, 
о R 


где [о — характеристическая функция 2. В результате этих вычис- 
лений получаем равенство 


—A(u-y) =F Ie в В, (3.5) 


понимаемое в смысле теории обобщенных функций. Это наводит на 
мысль ввести новую функцию W(x, у), являющуюся решением за- 
дачи Коши 


Wy=y—u в ©, 


и =0 на Г. (3.6) 


Задача (3.6) интегрируется: 


(х) 
м (x, y= | [u(x, t)—t]dt, (x, уе о. (3.7) 
у 
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В силу (3.6) и пи АиОй гладкости Г, w,=0 на Г. Поэтому 


функция 
w(x, у), (x, yyE®, 
lo (x, yy ERY, 
принадлежит C1(R) и удовлетворяет соотношениям 
@ = | огад | =0 на RQ. 


Это свойство наводит на мысль, что W может быть решением вариа- 
ционного неравенства. Продолжая эти формальные рассуждения, мы, 
в силу (3.5), приходим к предположению, что — Ай = — [о в R, 
и, значит, 


B(x, у) = (3.8) 


—Awv(u—w)>—(vu—W) п.в.в В 


для любой vO в R. Но отсюда, конечно, следует, что в качестве 
выпуклого множества К допустимых функций для нашего вариаци- 
онного неравенства мы должны взять множество неотрицательных 9 
с подходящими граничными условиями. Выберем эти граничные усло- 
вия и докажем теперь строго, что W является решением Вар аиО 
ного неравенства. 

В силу (3.6) или (3.7), 


ш (0, )=5(Н-—и, O<y<H, 


| | Liha (3.9) 
о i 
0, й < у<Ф(а). 
Вследствие (111) и леммы 3.4 
| @ (x) 
w,(x, O)= | и, (х, apna 9(x)—9 (x)] p’ (x 
0 
@ (x) 


_ = | и, (х, t) dt = 5- (hn? — HY), 
3 ; 
и поэтому 
w(x, 0) = + Н?-+- [1/(2а)] (1? — Н*)х, O<x<a. (3.10) 
Обозначим через g(x, у) функцию, определяющую граничные зна-. 
чения w(x, и) в ©, и продолжим ее до функции из Н“°® (®), тоже 
обозначенной через ©, с помощью формулы 
$ (H — у}? +[x/(2a)|[(h— y)? — (A — у], Oy <h, 


| | (3.11) 
5 (H — и) [х/2а)] (Hy), ee 


g (x, v=| 


Отметим, что we H1(Q), так как по предположению u © H'(Q), 
Кроме того, из соотношения @, =у—и == 0 в Q следует, что 


0—0 в ДЮ. | (3.12) 
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Лемма 3.5. Пусть w— функция (3.8), где ш — решение задачи 
Коши (3.6). Тогда для всех 6 = С” (Ю), равных нулю около х=0, 
х=а и у=0, 


\[G.0. + Gyby] dx dy - | Тобахау=0, 
В . R 


где [о — характеристическая функция множества QQ. 


Доказательство. Положим C=yYy, где X и Хх, равны нулю на ниж- 
ней и боковых сторонах R; например, положим 


x(x, И=1 6, Yad. 
0 


Тогда, интегрируя дважды по частям и учитывая, что хотя бы один 
из двух множителей в интегралах по 0® равен нулю, получим, что 


(5, вах dy = Ге, + wyly] ах ду = 

К Q . 

\ lesen + мухи dx dy = 

— Шу» WyXyyl dx dy + \ WeXxVy $ = 
0Q 


Wy (Xxx + Xyy)] ах dy — \ ух кух ds = | wy Ax dx dy. 
0Q о 


Далее, в силу леммы 3.2 и соотношения (3.6), 
[2,5, + @,5,] dx dy = \ (у— и) Ахах ау = 
R Q 


— ( grad y «grad хх dy + \ grad u-grad x dx dy = 
Q Q 

— xy dx dy = — \бахау. № 
Q 92 


Так как в нашей постановке {2 является неизвестной, то данная 
выше характеризация W не может быть использована для решения 
задачи 3.1. Мы показали, однако, что — Ай = [о в Ю. Положим 


К ={9= Н\ (КЮ) | 9—0 в В u v=g на OR}. (3.13) 


Так как в = К, то К — непустое замкнутое подмножество из Н\ (КЮ) 
вне зависимости от предположения о существовании и. Кроме того, 
в силу (3.9) — (3.12), ®= К. Для любого о = К можно приблизить 
и—@ функциями 6, удовлетворяющими условиям леммы 3.5. 


7 Заказ 854 
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Поэтому 
12. 0—5), 8, (v— B),] dx dy = — (о-в) = 
% Q 


= — | (© — @) dx dy+ \ (9 — w) dx dy= 
R R\Q 

=-(®- 5) 454+ | vdxdyS—S(v—3) dx dy, 
В R\Q R 


так как о —>0 в К. Итак, доказана 


Теорема 3,6, Пусть {ф, и} — решение задачи 3.1 о ие 
© Н! (©) [|] С° (0) и гладкой ф. Пусть ш — решение задачи Коши 


Wyey—u в ©, 


W =) на Г: yeg(x), O<x<a, 
: шв Q, 
paca | ae Ю\ ©. 


Тогда & удовлетворяет вариационному неравенству 


@=К: \[@, (9—8), @, (и — 8,)] dx dy> 
R 
=-—\ (—@)ахау yoeK, (3.14) 
R 


где К определено в (3.13). Кроме того, Q = {(х, y)|w(x, > 0}. 
Из теоремы 3.6 вытекает 


_ Следствие 3.7, Если {ф, и} — решение задачи 3.1 с ue Н* (9) [| 
1 С° (2) и гладкой ф, то решение задачи 3.1 единственно. 


В противном случае вариационное неравенство (3.14) имело бы 
более одного решения. 


4. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ФИЛЬТРАЦИИ ПОСРЕДСТВОМ 
ВАРИАЦИОННЫХ НЕРАВЕНСТВ 


Теперь наша цель будет состоять в нахождении решения исход- 
ной задачи с помощью изучения вариационного неравенства (3.14). 
Билинейная форма, связанная с интегралом Дирихле 


a(u, 0) == \ [ихох + чцоу|ахау, и, о &H(R), 
R 


которую -для краткости мы назовем +ормой Дирихле, коэрцитивна 
на Но(Ю). Поэтому из теоремы 2.1 гл. П вытекает существование 
единственного решения задачи (3.14), которое мы обозначим через 
w(x, у). В дальнейшем мы докажем, что и=ур-—, и множество 
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P=d0Q()R, где Q={(x, у) w(x, y)>O0}, образуют решение зада- 
чи 3.1. Изучение свободной границы Г само является частью этого 
плана. Доказательства, данные здесь, по существу, двумерны. Их 
обобщение на высшие размерности приведено в $ 6 
Наша ближайшая цель — гладкость решения w. Чтобы применить 
теорию о гладкости из гл. IV, мы должны доказать, что решение и 
задачи Дирихле 
—Au=f в К, 
u=h на OR 


принадлежит Н*Р (К), если f = L?(R), ah © H*?(R), где 2=p<oo. 
Этот результат не очевиден в окрестности вершин прямоугольника R, 
так как здесь OR теряет гладкость. Задача (4.1) имеет единственное 
решение и = H!(R), например, в силу теоремы 2.1 гл. Ц. Заменяя и 
на и—й, можно взять Й=0. 

Продолжим и в область R*={(x, y)|O<x<a, —H<y<0}, 
положив 


(4.1) 


fi (x =| u(x, у), (x, у) ЕК, 
me — u(x, —Y), (х, у) = К*. 


В силу леммы об Н*-склейке (ra. I], лемма А.8), й = Н*(К Г, UR*), 
где Г. = {(x, 0)|0<х-< а} — основание плотины. Более того, для 
любого х, О<х<а, при малом в 


i = Н? (ВП Вь (хо, 0)) | Н? (В* Г] Be (xo, 0)) 
B силу теории гладкости решений эллиптических задач. Заметим, ЧТО 
—Ai=f п.в. в RUR*, (4.2) 
f(x, у), (x, YER, 
—f(x, —y), (x, y)eR*, 


Мы утверждаем, что (4.2) выполняется в смысле теории обобщенных 


функций. Для проверки этого, выбрав & = Со (B, (хо. 0)), где 
О<х=<а, а =>0 мало, и положив „В = Ю 1 В, (хо, Oy В: == R* [] 
ПВ. (хо, 0), проведем следующие вычисления: 


\ [1х Ox + fiycy| dx dy = | [Hox -- yey | dx dy-+ \ (a0, + ityCy] dx dy = 


где Г (x; =| 


Be Ве | Ве 
=| fCdxdy— | — uy(x, 0)5(х, 0)dx + 
Bt |x—Xo|<e | 
+) —f(x%, — 95, y) dic + ) Uy (%, 0) 6 (x, 0) dx = 
В Хх — № | <= 
= | fCdx dy. 
Be 


7* 
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Здесь использовано, что след функции и, на Г, Г В. (хо, 0) определен, 
так как ие H?(B,1.\R) и ие Н?(В. [| Ю*). Следовательно, (4.2) 
выполняется в смысле теории обобщенных функций, и поэтому й 

является решением задачи | 


—Ai=f в RUR*, 
й=0 на х=0. 
Так как х=0 — гладкая поверхность, то, в силу теорем о гладкости, 
й = Н?,2 (В. (0, 0) (RU R*)). Таким образом, установлена гладкость 
в точке (x, у) = (0, 0). Гладкость в других вершинах прямоуголь- 


ника R устанавливается аналогично. Итак, решение w задачи (3.14) 
удовлетворяет включению 


we Н*.Р (Ю) [| С№^(Ю) для |«р<о, 0<^<1. 
Определим 
© = {(х, у) ЕВ w(x, у) > 0} (4.3) 
и отметим, что Aw=1 в Ф иш=ш, =, =0 в RQ. 
Для упрощения описания & положим 
Го == {(0, у)|10 <у<Н]}, Г; = {(, 0)109<х< а}, 
Го = {(а, у) |0 <у< 8}, Ts={(a, y)|A<y<H} 
и Г={(х, Н)|0<х<а]}. 


Так как W достигает своего минимума на Г.()Га, то в помощью 
прямых вычислений устанавливается 


Лемма 4.1. [] pu введенных выше обозначениях 
W,<=0 на Г», w<x0 на Ty, 
их =0 на Г, ш,=<0 на Г, 
w=’ на Г, ш,=<0 на Ys, 
wW<=0 на I, 


(4.4) 


где W— решение задачи (3.14). 
Докажем теперь следующую лемму. 
Лемма 4.2. Решение w задачи (3.14) непрерывно вместе во своими 
вторыми производными в окрестности Го ) Г: Г в Ru 
Wre=0 на ГОГ, а wy=1 na Ty. (4.5) 
Доказательство. В силу непрерывности W и положительности g 
на Г. Ul, Г», существует окрестность в © множества Го) Г! (] Го. 


Так как Лю=| в ® и веС*^ (Го) Г, ()Г.), то, в силу теорем 
о гладкости, для каждой пары (хо, yo) = Го ПГ, UL существует такой 


шар Вз (хо, Yo) © достаточно малым г, что ® © С*^ (Ву (xo, Yo) (1 ©), 
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O<A<1. Следовательно, Wr. =1—W,=1—g,,=0 Ha Г.Г. и 
Ши=1—Ш,„=1— 6,х=1 на Ty. М 


Следующая лемма приводит к интересным заключениям о свобод- 
ной границе Г. 


Лемма 4.3. Решение w задачи (3.14) удовлетворяет условиям 
W<0 и wx<0 в К. - (4.6) 


Доказательство. Воспользуемся принципом максимума. Мы знаем 
из нашей теоремы о гладкости, что ш,, и, еС‘.^ (В), O<A< 1, и 
W,=W,=0 B К\\®. Так как Aw, =Aw,=0 в Q, то 


Wy<supW, и W,<SUP Wy. 
aQ aQ 


Рассмотрим w,. Вследствие предыдущей леммы Wy, = 0 на Го) Го, 
поэтому, в силу принципа максимума Хопфа '), w, не достигает здесь 
своего максимума. Следовательно, 


и. — sup wy, Г=до9\(Г0Г, Г.) ГГ. 


РЕ 


В силу непрерывности, и, =0 на Г, а на Г: () Гз () Га имеем w, <0. 
Следовательно, и, —<0 в ®. 

Перейдем к рассмотрению w,. Так как (w,)y=1>0 на Ij, то 
максимум и, не может лежать на Ty. Легко видеть, что w,<0 
в других точках 0%. № 


Для любой точки Ро == (х, Yo) = Ю положим 
ОБ, — {(x, у) = R |x > Xo, y> yo}; 
QP, = {(х, у) ER|X< Xo, УЗ}. 


Лемма 4.4. Если P&@R\Q, то Че Е, и если PER AQ, 
то ОБ с Q. 


Доказательство. Пусть Ро = Ю\\ @; тогда w(x, Yo) =0. Так как, 
в силу леммы 4.3, и, <0иш, < 0Ов К, то w(x, у) =0 при х= № 
или Уи и, значит, О, < ЮО. Следовательно, О, = ЮО. 
Если Ре КП 0О и Qp не содержится в ©, то существует точка 
Рьс- ОСЬ, в которой W(X, и) =0. В силу сказанного выше, Qb, < 


< R\.Q. Но Ре, что противоречит включению PE А 1] 0®. В 


Перейдем к последней подготовительной лемме. 


1) Имеется в виду следующее утверждение. Пусть и (x) =Е const — гармониче- 
ская функция в области С с границей ОС и в точке ху = ОС функция | и (х)| при- 
нимаег максимальное значение. Тогда если в точке хь для и (x) определена произ- 
водная по нормали ди/ду, то ди (хо)/0у ==0. Это утверждение было независимо. 
установлено О. А. Олейник и Э Хопфом. — Прим, перев. 
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Лемма 4.5. Решение w задачи (3.14) удовлетворяет условию wy=0 
на Га. Кроме того, 0% [|] Г. = Ф и dQQRAOQ. 


Доказательство. Пусть 0 <х <<a. Выберем достаточно малое A 
так, чтобы О0<х<х-^< а. Тогда | 


Wy (% А, Н) — Wy (Xo, Н)= 
a lim 5 [о (xo-+4, H—n)—w (xo-+A, 1)]—[ (x6, H—n)—w (хо, H)}= 


(== lim 5 fe (oth, H—n)—g(xo+d, Н)]- 
— [№ (%, H—n)—g(%, Н)]} = 
=- lim 7 [0 (xo, H—n)—w(%, H—n)]= 


| ==) lim 5 ws (0, H—»)=0, 


так как и, < 0 на Ю. Следовательно, w, (x, Н) — неубывающая по x 
функция. Так как она равна нулю при х=0их=—а, то ш, (x, H)=0 
для О<хж< а. | 

Другое доказательство этого утверждения можно получить с по- 
мощью леммы 4.3. | 

Теперь если (хо, Н) & 0%, то интервал в = {(x, Н)|0<х<х}<0®; 
в противном случае при некотором Р = КГд® выполнялось бы 
включение (х, Н) = (0. Для (x1, Н) ео имеем Аш,=0 около 
(x;, Н) и Wy, достигает своего максимального значения 0 в (xX, Н). 
Следовательно, №», (ха, Н)>>0. Но, в силу первого утверждения 
леммы, Wy (м, Н)= ух (м, Н)=0. Поэтому 0® [| Г. = и, значит, 
09 ПЕ = Ф. № 


Теперь мы можем определить 


ф (x) = ШЕЦи | (х, у) ЕК\®], 0<х-<а, 
ф (0) = lim @ (x) и p(a)= lim 9 (x). (4.7) 


“Точка (x, Фф (х)) Е 0%, O<x<a. В силу леммы 4.4, OQ) Q=D 
для P=(x, @(x)) = R\Q, поэтому фр— невозрастающая функция. 
В частности, выписанные выше пределы существуют. Наконец, так 
как и, < 0, то 


© = {(х, у) 10<у<9(я), 0<х<а}, 
где, напомним, ® — множество, определенное в (4.3). 


Лемма 4.6. Множество 0% [] R не содержит отрезков, параллель- 
ных осям х или у. Следовательно, ф — непрерывная и строго убываю- 
щая функция. | 
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Доказательство. Для доказательства от противного предположим, 
что существует отрезок о, параллельный оси у и содержащийся 
в OQ2(|R. Тогда существует область UC с oCdU, такая что 
we=Cc”(U Uo) и, в силу леммы 4.3, 


W=W,=W,=0 на о. 


Итак, неположительная гармоническая функция и, достигает 
своего максимума на о, поэтому, используя принцип максимума 
Хопфа, получаем, что (&,), < 0 на о. Однако вследствие приведенных 
выше условий и гладкости W имеем (Wy), = Wyy=Wxy=0 на о. 
Таким же образом доказывается, что множество 0% [] К не содержит 
отрезков, параллельных оси x. № 


Итак, множество Г=д®[ Ю =098`\ (Г. |] Г) Г. Г) Ps) может 
быть описано следующим образом: 


| Г: y=Q(x) О<х<а, 
с функцией ф, определенной в (4.7). 
Теорема 4.7. Пусть и — решение неравенства (3.14). Положим 
@ = {(х, у ЕЮ (х, y)>O}. 
Тогда Г.= 0% [|] Ю — аналитическая кривая. 


Эта теорема непосредственно следует из теоремы 1.1 гл. У, в ко- 
торой и=ш |2, а p=—slzP, z=x-+iy. Мы закончим обсу- 
ждение задачи 3.1 следующей теоремой. 


Теорема 4.8. Задача 3.1 допускает единственное решение {u, @}. 
А именно пусть WwW — решение вариационного неравенства 


ШЕК: \ [we (о- и), (и— и) ах ау = 


> —\ (v—w) dx dy ywek, 
R | | 


где К = {о = Н'(Ю) |9 —>0 в В и v=g на OR} св, определенной 
в (3.11), и положим u=y—w,. Определим p(x), 0<x<a, с по- 
мощью (4.7). Тогда {u, ф} — решение задачи 3.1. Кроме того, и Е 
= С°,^ (0), а кривая у=ф(х), O<x<a, допускает аналитическую 
параметризацию. 


Доказательство. Остается проверить (3.2), откуда легко следуют 
условия (i), (ii) и (iii), Пусть б—гладкая функция в А, равная 
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нулю в окрестности х=0 и. х=а. Тогда 
{ (Wake + ugly) dedy =| [—weybe + (1 — ши) by] dxdy = 
Q 


Q 
= \ (— Weybx + Wexly) dx dy — 


о 


= | (— шуб» + ших) dx dy = \ Е (и„5,) -2 (ost) rer _ 
R 


R 
h2—H ( 
= Wl, ах + их, dy = | Wl, dx = —5- | („Ах =0. 
R OR 


Мы He будем проверять, что ф (а) >41. № 


5. ФИЛЬТРАЦИЯ ЖИДКОСТИ ЧЕРЕЗ ПОРИТСУЮ ПЕРЕГОРОДКУ 
С ПЕРЕМЕННЫМ ПОПЕРЕЧНЫМ СЕЧЕНИЕМ 


Мы продолжим изучение задачи фильтрации, рассмотрев вопрос, 
для формулировки которого из-за сложной геометрии плотины требу- 
ется три независимых переменных. А именно предположим, что наша 


Рис. 3. Трехмерная плотина М. 


плотина имеет переменную толщину, а ее боковые стенки вертикаль- 
ны). Основная трудность, с которой мы столкнемся при постановке 


1) Очевидно, боковые стенки такой плотины не являются плоскими. Эта пло- 
тина перегораживает водонепроницаемый желоб с горизонтальным плоским дном 
и плоскими вертикальными боковыми стенками, — Прим. перев, 
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вариационного неравенства, состоит в определении граничных условий 
на основании плотины для элементов выпуклого множества допустимых 
функций. В предыдущем случае они были линейными, но теперь это 
будет не так. Решение этой задачи требует более глубокого исследо- 
вания свободной границы. 


ye G(X) 


Xe 


Рис. 4. Основание трехмерной плотины, М=ВХ (0, Н). 


Сначала мы опишем классическую задачу (рис. Зи 4). Рассмотрим 
плотину М, заданную соотношением 


М = {хе= К? | р: (х1) < хз < 82 (х1), О<жж<а, O<x3< H}, 


где а>0, H>0, а функции 2; е С*,^ ([0, а]), ^>0, удовлетворяют 
соотношениям | 


81 (0) = ga (0) = gi (а) = ga (а) =0, 
91 (х1) < 82 (1), Ox <a. (5.1) 
Пусть В — основание, а Т — верхняя поверхность М: 
В= {хх 0<лх: <а, в (9) << 82 (5), ж=0}, 
Т= {|0 << а, 61 (1) < < Qe (%1), =}. 


Для заданного h, O<A<H, обозначим через ф: B->[0, Н] непре- 
рывное отображение, удовлетворяющее условиям 


ф (х1, 1 (1) =Н и P(X, 8 (%1)) Sh, О=<жзжа. - (5.2) 
Для каждого такого ф положим 


Я={хеМ|0<ж<9(’), х=(ь 3}; 
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это множество будет соответствовать влажной части плотины. Для 
соответствующих частей границы мы примем следующие обозначения: 


С, ={хЕМ| хз = 91 (^1)>, О<жм<а, 0<»х.<Н}, 
С. = {х = М| хз = 2. (х1)) О<ж< а, 0<х.< №, 
oe п<х:<Ф(х’), 0<х< а, 
={x = M|x1=0, £1 (0) < х. < в. (0), O<xs<p(0, x2)}, 
раны 81 (а) < х. < в (а), О<ж< (а, хз), 
и, наконец, T={xeM|x,=9('), x’ ЕВ}. 
Поставим теперь задачу. 
Задача 5.1. Найти функцию ф (х'), х’е= В, удовлетворяющую (5.2), 
и функцию и, определенную на Q, такую что 
(1) Au=0 в 9, ueC(Q) и=Н на Gy; 
Ё на Gs, ди 
и = 


=0 на BUStUS; 
Хз Ha Gy, ду о 


(11) 
(iii) о и=ж и du/dv=0 на Г. 


Как обычно, в постановке задачи мы предполагаем, что ф доста- 
точно гладкая для того, чтобы условие (111) имело смысл. Как и в 
случае задачи 3.1, переформулируем настоящую задачу в виде вариа- 
ЦИОННоГО неравенства, в котором ф не возникает явно. Действительно, 
как ив (3.6), предположим существование решения ие Л! (52) зада- 
чи 5.1 и определим новую функцию w(x) как решение задачи Коши 


Wy, (x) =X3—u(x), xeGQ; ш(х)=0, хЕГ. (5.3) 


Хотя W(X) можно выразить в виде интеграла, эта явная форма 
не требуется. Продолжим w на все М, положив ее равной нулю на 
M\.2. Из нашего предположения о гладкости следует, что 
ше С*(М) и = | ога4 и | =0 в М\®. 

Перед тем как двигаться дальше, полезно напомнить принцип 
максимума для смешанной краевой задачи. Пусть Q CRY — ограни- 
ченная область с липшицевой границей 02, и предположим, что Г, 
и Г. — открытые подмножества OQ, причем 


Г.П Г. = oO; Г, UT, =до. (5.4, 1) 


Наконец, предположим, что Г. «достаточно велика», так что форма 
Дирихле коэрцитивна на функциях, равных нулю на |), т. е. 


[О нс) SC [5х [29 для C=O на Th, (5.4, ii) 
6= 1 (Q), с константой С >>0 (не зависящей от о). 


s 
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Легко доказать существование единственного решения и = H1(Q) 
задачи 


—Au=f в Q, 
u=g на I, (5.5) 
Ou/ov=h на Ts, 


для заданных [Е L?(Q), gS H1(Q) и Ве [2 (Г.), где у обозначает 
внешнюю нормаль к Г». Действительно, пусть У, и У, — аффинные 
подмножества пространства Н!(®) функций у, таких что u=g на Г, 
и = 0 на Г, соответственно. Тогда и является решением слабой задачи 


и= у | sb, де fe dnt | hEdo yOEV.s. (5.6) 


Ввиду (5.4, ii) существование является следствием теоремы 2.1 гл. II. 


Предложение 5.2. Пусть @ удовлетворяет (5.4), а и — решение 
задачи (5.5), где | == [2 (5), с = AI (Q)u В = [72 (Г.). Тогда если f <0 
в О ий=—0 на Г., то тах и <= тах g. 

Q 1 


Доказательство предложения легко получить, взяв в (5. 6) = 
= max(u—k, 0) @Vo, где k= max 8: 


Лемма 5.3. Пусть шр— функция, определенная в (5.3). Тогда 
ше Н!(М), ш —0 и ш, =0в М 


Доказательство. Очевидно, что w = H1(M). Далее, ш», = хз — и ES 
= H1(Q) и удовлетворяет соотношениям Aw,, =Ов Q, wx, = x3 —H <0 
Ha Gy, Wy,=X%3—h<0O на Ge, w,,=0 на GUT. Кроме того, 
dw,,/ov=0 на StUS” и 0%,,/0у = —1 на В. Поэтому, в силу пред- 
ложения 5.2, №,, < 0 в Q. Отсюда следует утверждение леммы. № 


Для описания выпуклого множества допустимых функций, которое 
появится при выводе вариационного неравенства, исследуем гранич- 
ные условия для ш. Легко проверить, что 


w (x)= a (H —x3)?, хе С, 
и (х) =. (п — хз), xeGy, (5.7) 


w (х) =0, xe Gi, 
Wx, (x) =0, xeEoM, m=0 или х! =а, 


Кроме того, докажем такую лемму. 
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Лемма 5.4. Пусть a(x’), х’е= В, обозначает решение смешанной 
задачи 
— Aa =0 6 B, 


Oty = > H? для Xg=81(%1), O<m <a, 
Oy = 5 he? для Хэ = 52 (х1), 0 = х, =a, (5.8) 


x, =0, 21 (0) << Xx, < £2 (0), 


0A /0X, = 0 для 
х=а, 21 (а) <х. < во (а). 


Тогда 
т Н?в В (5.9) 
и решение w задачи (5.3) удовлетворяет в В условию W =. 


Доказательство. Заметим сначала, что в В существует липшицева 
функция, принимающая на кривых х. = 51 (х1) и Хо = 8. (х1), Ox <a, 
граничные значения, требуемые для о. Следовательно, у задачи (5.8) 
существует единственное решение с = Н'(В). Применяя предложе- 
ние 5.2 K %и — 0%, получим (5.9). 

Отметим, что Wy,x, = — Ux, И Wy,x, = — Ux,, следовательно, 


Ф (x’) 
W(x", 0) =— \ их, (х', ха) ах», j=l, 2. 
0 
Пусть функция p(x’) = С” (В) равна нулю около кривых X_ = Qy (х1) 
И №: = 2. (х1), O< x, < а. Тогда, взяв C(x) =4 (x’) и применив теорему 
Фубини, получим, что 


| [a (x", 0) фи, (%’) + Wx, (х', 0) the, (х")] dx" = 


Ф(х’) 


О.С, Hs) фа (ешь, (и, жа) фи, Ра de” = 


Ф (х’) 


= — | Ux, (и) bx, (x) dx = — \ ue, (x) bx (x) dx = 0, 
= Q 


iets 


так как и является решением задачи 5.1. Поэтому w(x’, 0) — реше- 
ние задачи (5.8). Теперь утверждение леммы следует из единствен- 
ности решения задачи (5.8). № 


Позволим себе некоторую вольность в обозначениях и будем 
впредь понимать символы 5+ и S” в следующем смысле: 


$-={хеБЗ|х.=0, 21(0)<х. < 5.(0), 0<х.<Н} COM, 
$+ = {хе |х,=а, в1 (а) <х. < в. (а) 0<х.< H} COM. 


Доказательство следующего утверждения аналогично доказательству — 
леммы 3.5 и оставляется читателю. 
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_Лемма 5.5. Пусть и — функция, определенная в (5.3). Тогда для 
любой 5 = С® (М), равной нулю около 9М`\\ (5+ |) 5°), 


\ Wx Ex, dx + \ Гоб ах =0, 
М М 


где [о — характеристическая функция множества ®. 
Положим G3* = {x | хз = 62 (х1), О<лх! <а h<x3< H} u определим 
и (х'’) на В, 
> (Н — хз) на Gy, | 


& (х) =} -(h—x)? на G,, | (5.10) 
0 на G;*, 
0 Ha 7 


Множество 
К = {0 = Н"(М) 9—0 в М и v=a на OM\(StUS)} (5.11) 


является выпуклым замкнутым непустым подмножеством простран- 
ства Н*(М). Чтобы доказать, что К не пусто, продолжим просто a 
до неотрицательной функции из H1(M). Например, пусть 0(х’) = 
Ее С” (62), причем 0—<0=—<1, 0=1 около кривой хо = в! (хи), 
O<x%,<a, и 6=0 около кривой х.= 65 (х1), О<х=<а. Пусть 
p (хз) = С” (Ю), причем 0 <= 1, 4 (0) =1иф=0 при хз >й. Про- 
должим & на М с помощью формулы 


u(x) = 5 [20% (x") — 2H x5 -+ x3] 8 (x’) + 
ALL — 8 (x")] {5 [2 (x”) — Wg + x9] 1p (3) + 
++ [max (h—xs, 0) [1 —p(xs)]} — $8 (x’) [20 (x’)— Н] №. (6.11) 
Такое продолжение имеет то преимущество, что a © H*5(M), если 
a) © Н?'° (В); это свойство поможет нам в наших рассмотрениях, 


связанных с гладкостью. Итак, К == Ф независимо от того, суще- 
ствует и или нет. 


Теорема 5.6. Пусть {u(x), Ф(х')} — решение задачи 5.1 с ие 
= Н! (0) [1 С (9) и гладкой ф (х'). Определим w соотношениями 
Ш = фи в QQ, 5 3 
w = (0 на Г: х:=Ф(х’), x’ GB, 02) 
и продолжим w нулем в M\.Q. Тогда 


wek: \ш, (9—0), ах >-— | (и—и)ах уоек, (5.12) 
М M 
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причем К определено в (5.11). Кроме того, 
Q={x = M|w(x)> 0}. 


Доказательство. Г силу лемм 5.3 и 5.4, weEXK. Пусть теперь 
о=К. Вследствие леммы 5.5 


) wx, (0 — и), ах-- | (v—w)dx= 
М М 


-рео-онх+ [Jo(o-a)det {о-в 
М М М\ | 
= \ vdx>0, 
M\Q 


так как U—w = H1(M) обращается в нуль на OM\(S*US>). § 
Следствие 5.7. Задача 5.1 допускает не более одного решения. 


Это справедливо, конечно, потому, что вариационное неравенство 
(5.12) имеет единственное решение. 


6. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ФИЛЬТРАЦИИ В ТРЕХМЕРНОМ СЛУЧАЕ 


Как ив § 4, будем искать решение задачи 5.1 с помощью вариа- 
ционного неравенства (5.12). Кроме того, мы обсудим свойства сво- 
бодной границы. И снова наш первый шаг — доказательство гладкости 
w (x). 


Теорема 6.1. Существует единственное решение w(x) вариацион- 
ного неравенства (5.12). При этом ше В? (М) ПС ^(М) при 
1 <5<©<и 0<^<1. 


Существование и единственность W являются следствием теоремы 2.1 
гл. П. Для доказательства гладкости & мы должны проверить, что 
‚ решение и задачи 


—Au=f в М, 
u=h в ОМЦ`\ (5+1) $5), (6.1) 
ди/д% =0 на 5+5 


принадлежит Н?, (М), если |+ [(М) и he Н?, (М), и, кроме 
того, проверить, что граничное условие a(x), определенное в (5.10), 
является сужением функции из Н?. (М). Доказательства обоих 
этих утверждений аналогичны нашему обсуждению задачи (4.1): 
сложности возникают в ребрах М и вершинах основания В, но в обоих 
случаях функции можно продолжить до решений уравнений в Н?, ©. 
областях. При этом важную роль играют условия (5.1). Их доста- 
точно для’ применения теории O гладкости решений эллиптических 
задач. Мы сформулируем эти факты в виде лемм, доказательства 
которых оставим в качестве упражнений. 
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Лемма, 6.2. /]ycmb a(x’), х’е В — решение задачи (5.8). Тогда 
со © Н?: °(В) и, следовательно, а & Н?: °(М), где a — функция (5.11'). 


Лемма 6.3. Пусть и— решение задачи (6.1) с |=+[(М) ий= 
Е Н? (М), |<s<oo. Тогда ие H?: §(M). 


Определим 
и (х) =X3—W,,(x), хеЕМ, 


О = {хе М] а (х) > 0}, 


где и — решение неравенства (5.12). Таким образом, и = С°. ^ (9) и 
Au=0 B Q 


Лемма 6.4. Пусть ® — решение задачи (5.12). Тогда w,, (x) <0 
для ХЕМ и, следовательно, в, (х) <0, а и(х)> хз для хе. 


Доказательство. Полезно отметить, что так как о >0 на В, 
а функция W непрерывна, то при некотором 6 > 0 существует «плита» 
Bx(0, 6) < О. Поэтому В < dQ. 

В © ш,, — гармоническая функция. Для хе до] М имеем 
ш (х) = | ога & (х)|=0, поэтому w,,(x)=0. Предположим теперь, 
что x GOQ\. М. Если хе © G,UG.U GUT, то w,, (у) < 0 или в силу 
прямых вычислений, или в случае хеТ потому, что и =0в М 
и и (х) =0. Если x & BCOQ, то 

Wax, (X) = 1 —[Wa,x, (Х) + We,x,(X)] = 1 — Ady (x) = 1> 0. 
Таким образом, х не может быть точкой, где Wy, достигает своего 
максимума. 

Наконец, предположим, что хе 5+|[]5”, скажем xeS, и 
Wy, (x) 40. Тогда, в силу непрерывности W,,, существует окрестность х 
в М, где и, 520, и, следовательно, существует окрестность x в М, 
где w>0. Пусть => 0.настолько мало, что В, (х) | М Cc Q, поэтому 
В. (x) SX COQ. Так как Аш =1 в В. (х) [| М.и щ,, =0 на В, (х) [| 5`, 
то и —гладкая функция в В», (х) | М. Можно вычислить теперь, что 
Wy,x,==0 в В, (х)[|5_, поэтому, в частности, х не может быть точкой, 
в которой и, достигает экстремального значения. Следовательно, 

| тах &,, = max Wy, =0 
oe G:UG.UGE UT 
и, в силу принципа максимума, W,,(x) < 0 в ®. § 


(6.2) 


Из леммы следует, что W убывает вдоль каждой прямой, парал- 


лельной OCH хз. Введем 
ф (x’) = inf {| х = (х’, хз) Е ММ 9} = (6.3 
=inf{x3|w(x’, хз) =0}, хе В. =) 


Из непрерывности & вытекает, что ф(х) < Ши ШЁф (х’), x) = B. 
x’ > x! 
0 
Определим следующее множество точек Г: 
Г: ж=Фф(х”), x SB, | (6.4) 
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Заметим, что © допускает описание 
9 = {хЕМ | х:<Ф(х’), хевВ}. (6.5) 


Лемма 6.5. Пусть w — решение неравенства (5.12). Тогда w,, (x) =0 
для ХЕТ. 


Доказательство. Наше доказательство основывается на идее, 
отличной от используемой в лемме 4.5. Пусть о (Хх) =ъ(Н — x3)". 


Мы утверждаем, что о—ш-—=0в &. Так как эта разность является 
гармонической функцией в ©, необходимо только вычислить ее зна- 
чения на 0%. Имеем 


о (х) =и (х) =0, если хеТ, 
о (х) =0=и (х), если хе МПО, (6.6) 
о (x) = и (х), если x @G,UG.UGi 


и, в силу (5.9), v(x) = 5 Н = (х) =w (х), если хеВс0®. 
Рассмотрим, наконец, (S*+US~)M 0%. Будем рассуждать как 
в последней лемме. Ввиду описания Q, данного в (6.5), для каждого 
хе (5+1) 5)П 0Q можно найти шар Взв Qc x SOBs, если только x 
не принадлежит (0 [] М), где (6.6) выполняется по непрерывности, 


В силу принципа максимума Хопфа, в каждой такой точке xX, где о — м 
достигает экстремума, ее нормальная производная не обращается 
в нуль. Ho так как & — решение неравенства (5.12), то 


5 (0—ш) == (v—w)=0 на StUS. 


+s 


Следовательно, v—w>0 в Q. 
Для x = М\\ © разность о (x) — и (x) = 0 (x) =0. Поэтому w(x) < 
<v(x) в М и w(x)=v(x)=0 на Т; следовательно, 


до Ow 
— — <= — = я 
0 ax, (Х) SG, (%) = 0, xeT.§ 
Пока мы не можем показать, что {и, M} является решением 


нашей задачи, но мы можем сделать следующий промежуточный шаг. 
Теорема 6.6. Пара {u, ф\}, определенная в (6.2), (6.3), является 

слабым решением задачи 5.1. Другими словами, и» С», dx=-0 для всех 

C = H'(M), обращающихся в нуль около G, Gs UGS ‚ причем 

h на Ge, 

х на Git, 

G ц=ж на Г. 


и=Н на Gi, “= 
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Доказательство. Действительно, для любой (, равной нулю 
около (1 |) G2) Gy", получаем, что 


\ Их or, dx = } = Wy x46x, = изба, + (1 т Wx5x5) С, | dx = 
= \ (— ых, Wr xr, + Wy. 110%, + Wy xox) dx = 


(= хх, = я, Е Wrix Sx, = Ш, хабх.) ах = 


(Wy Grav, b+ Wribxars — Weider, — Wx.bx.x,) АХ — 
a \ (к ее Wrox.) dx, dX + \ Wx, 6х, ах Хз +. 
OM OM 


+ \ ая dx, dx3 = — ( (Wx iSx, + W,ox,) dx, dx,=0, 


OM BUT 


так как W |в== & — гармоническая функция и w=O0 на Т. Напомним, 
что Wy,=0 на StUS” и & обращается в нуль около Gy (] С» |) G;". 

Другие свойства и очевидны. Заметим, в частности, что и (х) >> Хз 
при x], и (х) =ж при хеГ. № 


Теперь мы должны показать, что {ф, и} — классическое решение 
задачи 5.1. Для этого необходимо исследовать гладкость Г. Мы 
начнем наш анализ со следующей теоремы. 


Теорема 6.7. Пусть  — решение неравенства (5.12), а Г — свобод- 
ная граница: хз=ф (х’), x’ = В. Тогда ф — липшицева функция в В. 


Зная только определение Г, нельзя быть уверенным даже в том, 
что ГПМ замкнуто в М. Теорема указывает, что ОЭ] М=<Г. 
То, что Г=0® ПМ, или, иначе, что p(x’) <Н для хе В’, будет 
следовать из гладкости ф. Для доказательства теоремы мы сначала 
обсудим несколько лемм. 


Лемма 6.8. Продолжим w на BX(0, 2H), положив 
Aas w(x), хеМ, 
(x) =| 0, xeé@M. 
Тогда ® = Ни” (Вх (0, 2H)). 
2, со 


Доказательство. Мы знаем, что и Е Ню (М). Наша цель — 
показать, что шк, SL” около Т, верхней грани М. В силу леммы 


6.5, доказательство этого факта совсем просто. Действительно, мы 
утверждаем, что @ является решением вариационного неравенства 


®EK: (8, (0—8), 4% =- (0-8) уеК, 
: О | 


> 


ey 
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ге D=Bx(0, 2H) и K={ueA(D)|\u>0 в D, v=a на 
OM \(S*US-UT), v=0 на OD\.OM}, а определено, как обычно, 
соотношением (5.10). 

Для v = К произведение 


2 (v — 8) = (v—w) =0 Ha OM. 


Это следует из граничных условий на OM\ T, a на Т, в силу 
леммы 6.5, и, (9 — WwW) =, (9 —w) =0. Поэтому 


5. (U—@)x, dx = | we, (U— W)x, dx = 
D M 
= — \ Aw (о —w)dx+ & (v—w)dx=— \ (и — и) ах— 
| М aM о 


> — | (0—0) dx— \ vd = — \(v—w) dx. 
а D 


D\ 2 
В силу теоремы 6.3 гл. IV, ® = Ни” (0). № 


Лемма 6,9. Пусть Хо Е Г и В, (х) < Вх(0, 2Н). Тогда сущест- 
вует конус A, < Ri = {x Е k3| хз > 0}, такой что де (x)= W(x) 50 


для хе= В, (Xo) и - (x)<0 для x GQNB, р (хо), как только & е 
e Л, [| S?. 


Доказательство. Определим 6(х) = С" '!(B, (х)) < H™ © (В, (хо)) 
с помощью формулы 


0, р = 7/2, 


Г (4/7?) (p = > г) г[2 — © —, 


р=|х — №} 


и для OF ESR? и >> 0 положим © 
о (xX) =§- Wy (х) и (x) —=6(х), хе В, (x0). 


Так как Au=Aw—eAC=1—eAGCS>0 в Q N B, (хо) для достаточно 
малых #=е (7), TO 


о (Хх) = max 9, хеВ, (х0) 9. 
9 (2 ПВ, (x9) 


Предположим, что x Е Г. Тогда если x & М, To w (x) = | grad w (х) | = 0, 
а если хеЕТ, то, в силу леммы 6.5, и (х) = | гад и (х)|=0. Таким 
образом, v<0, хе Г. Для любого другого хеД(® 1 В, (0)) спра- 
ведливо включение x & ОВ, (0) [| ©. Рассмотрим два случая. Сначала 
предположим, что & (х) < 8/2. Tak как Wx, (x) — липшицева функция 


в В, (Xo), равная нулю при х= ло, TO, применяя предыдущую лемму, 
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получим, что 


о (x) = EiWx, (x) + 5», (X) + №», (x) + (х) — =б (x) = 
<Ci(r)V Ei: +683 + Е», (x) + 8/2 — а. 


Когда Ё—0, To, в силу леммы 6.4, Esw,,(x) <0. Выбирая &- & 


достаточно малым, скажем C, V Ё- Е =< 2/2, получим, что v(x) <0 
при р =х и w(x)<e/2. | 
С другой стороны, если и (х) >= &/2>> 0, To ш,, (х) < 0 и, значит, 


о (x) = 8/2 -- зщ», (x) + w (x) —=— 


—<-— #/2 -- & sup W,y,+ sup W< 
{w > e/2} ПВ, (%9) В, (хо) 


<0 при p=r, w(x)>e/2, 


когда Ё достаточно велико. Таким образом, v(x)<0 в ОП В, (Xx). 
В частности, 6(х)=0 при p<r/2 и, значит, E-wy<E-w,+u<0 


Доказательство теоремы 6.7. По заданному хо Е Г выберем г> 0 
так, чтобы B, (хо) = Вх(0, 2H), как в предыдущей лемме, и возьмем 
хЕГП В, (хо). Тогда w убывает по любому пути x+t&, 0—#=—< 1/4, 
ЕеЕЛ,[ 52. Мы можем взять A, открытым в 3, поэтому, в силу 
равенства Ww (х) =0, множество 


Хх {&|0<#<//4, ЕЛ, 5} < М\ ©. 

Предположим также, что (у) =0и | 

yexti{tt|—r/4<t<0, ESA, S%. 
Тогда x yt{tE|\O<t<r/4, ESA, 5} < М\ 9, что противо- 
речит включению x = Г. Следовательно, 

хХ-- {1 | — //4 <1<0, &Е Лас. 
Но это показывает, что ф — липщицева функция. № 

Следствие 6.10. Пусть ш — решение неравенства (5.12), функции 

и, ф определены соотношениями (6.2), (6.3), а Г — соотношением (6.4). 


Тогда Г — аналитическая поверхность, a {u, ф]} — классическое реше- 
ние задачи 5.1. 


Доказательство. Так как поверхность Г липшицева, то применим 
критерий 2.20 из гл. УГ. Следовательно, Г — класса СТ и Wye S 


ЕС (QUIT). Поэтому утверждение следствия вытекает из теоремы 2.1 
гл. УТ. В 


Следствие 6.11. При предыдущих обозначениях ф (х’) <Н для 
x’ SB, 
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Доказательство. Предположим, что ф (х) =Н, так что (x, Н) е 
=ГПТ. Сравним еще раз 5 (H — xs)? с w в , HO теперь, в силу 
гладкости ф, лемму Хопфа о граничной точке можно применить 
к (xo, Н). Следовательно, 


д д , 
дк (x (H — %)') — gw 40 в (x), Н). 


Но каждый член равен нулю. В силу этого противоречия предполо- 
жение ф (хо) = Н неверно. М 


7. ОБТЕКАНИЕ ЗАДАННОГО ПРОФИЛЯ: ПЛОСКИЙ СЛУЧАЙ 


Определение потока жидкости, обтекающего заданный профиль, 
состоит в установлении скорости жидкости в каждой точке области 
в предположении, что эта скорость подчинена некоторым условиям 
на профиле и на бесконечности. Покажем здесь, как один особенно 
простой случай можно свести к вариационному неравенству. Это 
случай обтекания стационарным безвихревым потоком несжимаемой 
жидкости симметричного выпуклого профиля в Р?. Исходная функ- 
ция тока будет преобразована в неизвестную функцию из вариацион- 
ного неравенства, аналогично тому, как это делалось при изучении 
задачи фильтрации. При этом, однако, областью определения неиз- 
вестной функции вариационного неравенства будет плоскость годо- 
графа потока жидкости. Параметры вариационного неравенства будут 
зависеть только от заданного профиля, заданной на бесконечности 
скорости жидкости и какой-нибудь оценки максимума скорости 
жидкости во всей области. Эта оценка может быть получена a priori 
(см. теорему 8.7). 

Чтобы формализовать нашу физическую проблему, предположим, 
что в К? задан замкнутый выпуклый профиль 5, симметричный 
относительно оси X, и начало координат содержится внутри 5. 
Пусть G=R? \ & — открытое множество и V — внешняя нормаль к $, 
которую мы предположим определенной везде на OF, за исключе- 
нием, быть может, двух точек, А и В с координатой у=0. 


_ Задача 7.1. Найти скорость = (41, 42), определенную на G и 
удовлетворяющую условиям: 
(i) 9— векторное поле класса С* в С, непрерывное на С; 


(ii) divq=52 + 52 =0 в С; 


(iv) q-v=0 на OG; 

(У) 1 (%, У) де и 4»(х, У) —0 при (x, у) 00; 

(vi) qi (X, у) =91 0, —Y) и 92 (%, у) = — G2 (xX, —9) (Симметрия). 
Здесь д» > 0 — заданное число. 
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Предположим теперь, что решение q задачи 7.1 существует. 
Тогда, в силу (ii) и (iii), локально в G существуют две функции 
фи Wp, такие что 


фх=ф,=9:1 и Фф,=—ф, = да. (7.1) 


Эти функции называются соответственно потенциалом скорости и 
функцией тока, и приведенные выше соотношения утверждают, что 
они удовлетворяют уравнениям Коши — Римана. Кроме того, функ- 
ция комплексного переменного 


У (2) = 91 (х, 9) — > (х, у), а=х- в О, (7.2) 


определена и голоморфна в любой точке области G. 
Исследуем некоторые свойства И, полезные при изучении вопроса 
о существовании решения задачи 7.1. В силу (Vv), мы видим, что 
У (2) >9» при |2|— co, следовательно, У допускает разложение 
(oe) 


ла р 
V (2) =4.,+ » ОКОЛО z= 00. Из-за условия симметрии (vi) 
1 


У (2)=V@), (7.3) 


и поэтому a, @&R при п—1. Выбирая направление обхода против 
часовой стрелки для контура OF =OG, получим, в силу теоремы 
Коши, что \ У (2) 4г = 2. Кроме того, 

дб 


И (2) 42= \ вах 4-1 \ 44у— 9» ах. 
06 


0G 0G 


В силу граничного условия (iv), 9,dy—q.dx=0 на OG и, значит, 
интеграл является вещественным. Поэтому а. =0, что означает, что 
циркуляция симметричных потоков около 5 равна нулю. Следова- 
тельно, в С существует такая однозначная голоморфная функция 
Ф (2), что Ф’ (2) =У (2), причем Ф (2) допускает разложение 


(oe) 


Ф (z) = 4,,2— У т около Z= 00. (7.4) 


п 
n=l 


Функции ф= КеФ и = Пип Ф являются соответственно потенциалом 
скорости и функцией тока. Эти функции гармоничны в С и, в силу 
непрерывности 4, принадлежат C1(G). Кроме того, вследствие (7.3) 
Ф (2) =Ф (2); таким образом, (x, —у)=—1(х, у) для 2zeEG и, 
в частности, p(x, 0) =0, z=x eG. В G справедливы также соотно- 
шения (7.1). Более того, в силу (iv), тангенциальная производная ф 
равна нулю на OF, а поэтому ф=0 на OF. 


Теорема 7.2. Пусть 0F, = 0F [| {2 | Imz=0}, и предположим, что 
д, — кривая класса C? 4, включая ее концы. Тогда существует един- 
ственное решение задачи 7.1. 
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Мы предполагаем, конечно, что  — выпуклый профиль. 


Доказательство. Для проверки единственности достаточно про- 
верить единственность tp. Заметим, что для любых двух функций 
тока фр и {ф разность p— mp есть гармоническая в С функция, рав- 
ная нулю на OF и стремящаяся к O на со. В силу принципа мак- 
симума, ф—ф=0. 

Существование является следствием теоремы Римана о конформ- 
ных отображениях. Пусть — конформное отображение С Ha D= 
—={5||5|>> 1}, такое что [(<о) =со и f’ (co) >0. Тогда {-— взаимно 
однозначное голоморфное отображение области G, f’ (z) == 0, | f(z) | со 
при |2| > сои] (2) стремится к положительному пределу. при |2 |-> со. 
Кроме того, { непрерывно отображает G на D. 

_Так как область С симметрична, af указанными выше свойствами 


определяется однозначно, то | (2) ={ (г). Определим теперь 


Фа == 9+5, 2е0, 


и положим У (2) = Ф’ (2). Тогда функция У голоморфна в С и V (2)= 


(2), поэтому выполнены условия (ii), (iii) и (vi). Так как 
УР @|1-тет|» 2=6, 


то У (2) > 9» при |2|-= со. Кроме того, 
tp (2) = Пи Ф (2) = [9„»/ЁР (co) (1-17 @) |?) Im f (2) (7.5) 


и, следовательно, ф=0 на OF. 

Остается показать, что а= (ф,, — px) непрерывно в С. Как только 
это становится известным, (iv) следует из равенства нулю 1 на OG. 
Мы оставляем эти детали читателю. № 


Пусть A и В— концы кривой OF,, определяемой в формулировке 
теоремы. Заметим, что q(A)=q(B)=0, так как 92(х, 0) =0 и 


lim q-v=0O, а односторонний предел v при 2 — А по предположе- 
zo А 
2 Е OP 4. 


нию отличен от (0, El). 
Установим несколько полезных для дальнейшего свойств 4. 


Предложение 7.3. Пусть ф — функция тока задачи 7.1. Тогда 
фр (2) > 0 для г SG, ={z]G|Imz>0}. 


Доказательство. В силу (7.5), функции 1ф(г2) и Im/f(z) имеют 
одинаковый знак. Кроме того, { отображает @ [| {2г| пг=0} на ОП 
П {o|Im¢=0} с { (со) > 0. Следовательно, [(@.) ={5 = D| пб > 0} 
и, значит, Imf(z)>0 для zeG,. № 


Предложение 7.4. Пусть ф— функция тока задачи 7.1. Тогда 
р, = Кеу >> 0 в GUOG, кроме точек г=А, В (где У =0). 
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Доказательство. Гармоническая функция tp достигает своего мини- 
мума на 0G,, где фр =0. Следовательно, в силу принципа максимума, 
д\р/ду > 0 на 0С., исключая точки 2=А, В, где эта функция He 
определена. Поэтому p,(x, 0)>0 для (x, 0) Е ОС,, (x, 0) -- А, В, 
и так как ф=0 Ha OF,, то 1, > 0 на OF,, кроме точек А, В. Итак, 
‘p, 0 на OG, и гармонична в С,, следовательно, tp, > 0 в G,. В 


8. ОБТЕКАНИЕ ЗАДАННОГО ПРОФИЛЯ: РЕШЕНИЕ C ПОМОЩЬЮ 
ВАРИАЦИОННЫХ НЕРАВЕНСТВ 


Мы хотим записать задачу 7.1 в новых переменных и новых не- 
известных функциях. Новые независимые переменные будут получены 
посредством преобразования годографа и, как легко догадаться, новая 


Рис. 5. Физическая плоскость, 


неизвестная функция будет связана с соответствующим преобразова- 
нием Лежандра. Рассмотрим преобразование годографа 2—1 (2). 
Ниже приводится теорема, доказательство которой оставлено в каче- 


стве упражнения. 


Теорема 8.1. (а) Функция 4. (х, 0) убывает om д do 0, когда x 
растет от —co Oo А, и растет от 0 до q,,, когда x растет от В 
до со. 

(b) Множество У (OF,) является простой замкнутой кривой. 
Если УХ, — открытая ограниченная компонента Р?`У (0%,), то 
(0, 9,,] < 2+ и преобразование годографа г -— V (2) взаимно однозначно 
из G, на №. (0, Go]. 


Обратимся к рис. 5 и 6. Удобнее немного изменить преобразова- 
ние годографа. Пусть в = (0, 5m (6в=|— эл, 0) — угол между 
осью х и касательной к OF, в точке А (В). Предполагая OF, строго 
выпуклой и гладкой, получим, что для каждого 6 е= (6g, 8,4) суще- 
ствует единственная точка Р Е 05Х., такая что касательная к OP, 
в Р образует угол 0 с положительным направлением оси х. Обозна- 
чим координаты точки Р через (X (8), У (8)). Из предположения, что 
д. —кривая класса С?^, следует включение (Х (8), У (0)) = 
= С! ^ ([9в, 04|). Обозначим через ^ (8) радиус кривизны кривой OF, 
со знаком минус. В терминах 0 величина Л (8) в точке (Х (6), У (8)) 
задается формулой 


—R (9) Ух’ (8)? У’ (8)? < оо. (8.1) 
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Для ze@G,, 2A, В определим 
6+io=W (2) = — 1106 V (2) = — аго У (2) — 1105 У (2)|, (8.2) 


причем ветвь логарифма выбрана так, чтобы — 0 < arg У (2) <— 6g. 
Для точки 2=Х (8)+/Y (0) =0F, 


V (2) =[У (2) [е® (8.3) 
в силу (iv); таким образом, W (2) =0 — 1105 |У (г) |, ге дХХ.. Следо- 


Рис. 6. Плоскость годографа. 


вательно, кривая Г, определенная соотношением Г= (957.), допускает 
представление 
Г: в=1[(0), 0 <6< Oy, (8.4) 


где / (9) = — log|V о (0) --1У (6))|. Отметим, что J (8) Е C4 (дв, 64) 

И hae 1(0) = lim 1(0) = -+ со. Из теоремы 8.1 следует, что отобра- 
0—9 д 

жение И (2) взаимно однозначно из Gy на открытую область &, 

определенную соотношением 


8 = {9-10 |в>1(8), вв <8< 84} {10 |o So, }, 


где 0, = — log 9. 
Определим ие тока в в терминах наших новых перемен- 
НЫХ: 


$ (9, 0) = (x, у), 0-- 10 =. 


Так как 1 — гармоническая, a  — антиголоморфная функция, то 
р — гармоническая функция в YM. Кроме того, 1 (8, 0) =0 на Г, 
ф(0, 0) =0 при o>o,, и ф-—0, если 6 -- © — со. В точке io,, функ- 
ция 4р имеет, однако, “особенность, и поэтому она не равна “тожде- 
ственно нулю. Для более глубокого понимания всего этого мы OTCHI- 
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лаем читателя к упр. 9, однако такой подход для нас не удобен. 
На самом деле можно вычислить фо и te на Г, так как очевидно, 
что пара ip, Г является решением следующей задачи со свободной 
границей: 


dp _ Ю (ес 

0, бо = та На Г. 
Хотя мы воздержимся также и от этого подхода, мы хотим под- 
черкнуть, что решение задачи со свободной границей дает с помощью 
(8.3) и (8.4) распределение скорости жидкости вдоль профиля OP. 
А именно 


1 (0) = — 105 | У (2)| =— 105 |9], бв<8< Ад, 


и поэтому 91=е*1 (9) cos6, а 9. =е" (9) sin@. В этом состоит отличие 
от наших предыдущих задач с препятствиями и физических прило- 
жений, в которых свободная граница всегда являлась границей изме- 
нения в поведении решений. Здесь вместо этого она дает распреде- 
ление скорости вдоль профиля. 

Так же как в задаче фильтрации, мы предпочтем новое зависи- 
мое переменное, которое появляется как решение задачи Коши. Как 
ни парадоксально, но использование преобразования годографа 
искушает нас ввести преобразование Лежандра. Точнее, обсудим 


Метод 1. Функция и (0, 0) вводится как решение задачи 


Ug tu=p 6 oD, 


8.5 
U=Ug=Ug=0 на Г. (8.5) 


Метод Il. Функция и (9, 0) вводится как нодифицированное пре- 
образование Лежандра от ip: 


и (9, o)= p(x, у) — xh, (x, у) — уф, (х, Y)— 
| —e-°[X (6) sin 6 —У (6) cos 56]. (8.6) 


ам 8.2. Существует единственное решение и (0, ©) задачи 
Коши (8.5), и оно является преобразованием Лежандра (8.6). Кроме 
того, 


DQ, 


— Au=e-°R (6), | (8.7) 
| u>0 i (8.8) 


где R (6) — величина (8.1). 


Следовательно, методы I, П эквивалентны. Предположим на 


минуту, что теорема доказана, и, выбрав произвольное т< min 1(6), 
0B <0<04 
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положим Q= (вв, 94) Х (т, со). Продолжив и нулем для 0 ю = 
EGQ\ YJ, получим, в силу (8.6), функцию из C1(Q\ {io|o>o,,}), 
которая удовлетворяет соотношению 


$ [шо (о — м)е-Е Ug (9 — ис] 48 do = } e-°R (0) (9 —и) 4040 (8.9) 
о 


для 9—0 в ©, имеющих компактный носитель и. равных нулю 
в окрестности По|о=0, }. 

Таким образом, наше новое и является подходящим кандидатом 
на решение вариационного неравенства. Обратимся теперь к доказа- 
тельству теоремы 8.2. 


Доказательство. Отметим прежде всего, что если и (0, в) — любое 
решение уравнения Ug+u=}/ в Y, то (9/00) (e%) =e. Поэтому 
если 9=и (8, о) и f=p>O0, то при каждом 0 функция еби (6, в) 
строго возрастает как функция от о. Так как еби (6, 0) =0 на Г, то 
и (9, <) >0 в YM. С другой стороны, если v—3TO разность двух 
решений ‘задачи (8.5), то {=0 и, значит, еб% (0, 0) =5(0) является 
функцией только @ и может быть вычислена на Г, где 6 (9) =0. Сле- 
довательно, решение задачи (8.5) единственно. 

Покажем теперь, что это решение получается из (8.6). В силу 
определения 0, о, данного в (8.2), y+ Ир; =е° (с0$ 0 —1511 0), или 
р: = — е-° sin§ и py =еб° с0$0, 9-- 5 = QW. Положим пока ш=\ф — 
— хф, — уф,. Тогда dug = — ха, — ydrp,, или 

duy = e-° (x со 0 -- ysin 0) 40 -- е° (исо$ 0 —хз1ш 0) 40. (8.10) 
Пусть теперь и=ш-еб(Х (9) 3ш0-— У (8) со$ 8); тогда, вычисляя 
с помощью (8.10) ди/до, получим, что 
ии-и=ф в @. (8.5). 
Вспоминая, что x= X (8) и у=У (0) на Г, получим, что и=0 на Г. 
Следовательно, И‹ =0 на Г, так как ф= 0 на Г и справедливо (8.5’)’, 
Наконец, 
a a [Х (6) cos6+ У (8) sin 6] —e-°[X (8) cos 6+Y (6) sin 6] — 
—e°[X’ (8) 310 —У’ (0) со$0] =0 для 6+ice)Y, 
так как равенство tg@=Y’(6)/X’ (9) является определяющим свой- 
ством 9. 
Функция ф—хф, — уф, является гармонической в G,, а отобра- 


жение 2—+-0--ю антиконформно, поэтому ф — хф, — Уф, = Up — гар- 
моническая функция переменных 6 и о в BM. Следовательно, 


Ди = — А (еб [Х (0) sin@— Y (8) со$ 0] = —е°^ (8) в Q, 
если иметь в виду, что Х’ (8) =Р (8) со$0 и У’ (0) = В (8) 3110. В 


Чтобы завершить наш план, придадим точный смысл неравенству 
(8.9), определив условия, которым и удовлетворяет «на бесконечно- 
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CTH» и на луче {0 |920}, а также показав, что и обладает необ- 
ходимыми свойствами интегрируемости. 

Теорема 8.3. Функция и (0, 0), определенная соотношениями (8.5) 
‚ или (8.6), непрерывна на BD, если на ig o>0.,, ее доопределить 
следующим образом: и (0, 0) = Не, o>0,,, где Я = У (0) — высота 
профиля OF... 

Доказательство. Отметим, что функция © (2) из (7.4) удовлетво- 
ряет соотношениям 

ф— xh. — уф, = Im (Ф (2) — 20’ (2), 


Ф(2=4„„2- У", 
1 


|2| велик. 


20’ (z)=9q,2+ р а 


Так как при 0+i0—10,, соответствующее г = Gy стремится к со, TO 
и (6, o) = [п (Ф (2) — 2D’ (2)) —e-°[ X (6) sin 6 — Y (6) cos 6] > 
— У (0)e-% =He-%» при 8+i0 + i0,,. 


Рассмотрим теперь точку (0, с о: > 0%. Она имеет два прообраза 
в OG,, (ж, 0) с xy>>0 и (Xe, 0) с x% <0. В каждом случае, когда 
6 -- 0 находится в окрестности 101, соответствующая точка (x, и) нахо- 
дится в окрестности (хи, 0) или (хз, 0), поэтому, в силу (8.6), и (9, 0) —> 
— He-%™, если учесть, что ар, = — 2 °$511 8. М 


Следствие 8.4. Пусть и — функция, определенная в (8.5) или (8.6), 
а Н=У (0) — высота профиля #. Тогда 


0<—и (6, в) <= Не для 0-ю = (8.11) 
и, в частности, u & L? (®). | 


Доказательство. Мы должны показать, что в 8 выполняются 
неравенства (8.11). Положим о (0, в) = Не ° с0$0. Эта функция гар- 
моническая и положительная BQ, так как —n/2<6,<—60,< n/2. 
Таким образом, — А (и) = — Au=e-°R (6) <= 0 в D и, следова- 
тельно, согласно принципу максимума, up С (и—о), если 


известно, что и ограничена. Оставляя проверку О на конец до- 
казательства, заметим, что и —и==0 на io, ODO,, Hu—V=—v<0 
на Г. Следовательно, (8.11) имеет место, если только мы проверим, 
что и ограничена. 

В силу непрерывности и, установленной в теореме 8.3, Ou (6, в) = 
для 0-ю = 4, o<20,. Далее, для некоторого М>0 имеем 
$ (9, о) = М при 6-ю = 29. Oo > 20,,, так как точки 6-+-io р o> 20,, 


соответствуют точкам 2 в ограниченным |2|. В силу (8. 5), ag да (е°и) = 
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=e) в DM, и поэтому 
О —и (8, 0) = М (1 —е25»-—°) в DY, oF2o,. М 
Лемма 8.5. Густь и— функция, определенная в (8.5) или (8.6). 
Гогда и & Hy ($). 


Доказательство. Нам нужно только проверить, что gradu е= [7 (2). 
Возьмем для этого любую функцию оС” (Q) [| Ну (8), удовлетво- 
ряющую условиям 


о (0, о) =Не° для 0—0, 
|9 (0, о) |= 2Не° в 9, 
Av == L® (9) 
и suppuc 9 | {io|oSoa,}; 


это последнее условие введено для удобства. Пусть & (0) + С” (®), 
причем O<&<1 u 
o<0, 


= |, 


в 
© 


и положим &, (0) =Ё (о — п). Пусть, кроме того, yo == С® (62), O< 
< И —= [и 
| 1 при |9 -Н о >1, 
io (8, с) = 
О при |6\|+\o|<1/2, 
и положим Ny (0, 0) = No (10, п (< —o,,)). Наконец, положим €, (8, 0) = 


=E, (0) Yn (6, 0). 
После интегрирования по частям получим 


\ |grad(u—v) 25, dé ао = \ | grad (и —v) 5, 48 do = 
a 5 
— Л (w—v) (u—v) 54046 — | (u —v) grad (и — о) grad 5, d8 do. 
D D 


Далее, | 
J (и — и) grad (и — v) grad С, 40 ав => x | grad lu —v)?gradf, 49 do = 


=—5 с | (u —v)? AC, dé do. 
$ 


В силу этих двух соотношений, 
) | ога4 (и — 9) 25, 48 ав =^ 


= — J (u—v)A(u—v) 6, d0do + 5 5 ‚Геларашо 


И а 14 — 9 1 (9) J | At, | 46 da. 
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Вследствие (8.11) правая часть неравенства конечна. 
При этом Аб, 40 4с остается ограниченным при п-— со. Дейст- 


$ 
вительно, для достаточно больших nN носители grad&, и grady, не 
пересекаются. Поэтому AC, = п? An (n6, n(o —o,,)) + & (o — п), откуда 
следует оценка 


(| Л& | 49 до <= и? A | Ano (n8, n(o —o,,)) | 40 do + 
$ 1/(2n) < 19| | 0 — боо | < п 


+ § 150—100 = 
| | n<o<n+l 
< п | Ато | (© +] & [1 (к). № 


Теперь мы подошли к заключительной части нашего исследова- 
ния, Положим 


К = {= Ну (0) 9—0 в Qu v(0, 0) =Не° при obo}. (8.12) 


В силу непрерывности следа (см. приложение А к гл. IT), К является 
замкнутым выпуклым. подмножеством пространства Ну ($2). 


Теорема 8.6. Функция и, ‘определенная в (8.5) или (8.6), удовле- 
творяет неравенству | 


иЕК;} | [we (и — иде -- Ш (9— и) | 48 ав = 
Q 


> \^ (6) =°(9—и) 4040 yoeK. (8.13) 
Q | 


Доказательство. Вследствие теоремы 8.2 и леммы 8.5 мы знаем, 
что и=К. Достаточно показать, что (8.13) выполнено для = КП 
QL? (0); общий случай получается с ПОМОЩЬЮ срезки. Для любого 
о=КИ Г” (2) 


\ gradu grad (о — и) &» 48 do = \ gradu grad (о — и) 6, 40 до = 
а $ 
= — | Ли(о— и) 5, 40 do — \ grad и grad 6, (о — и) ав do = 
5 5 
= ar en 2, 40 do — Jeradu grad, (и— и) 49 do. 


Далее, } Ю (9) 2°(и—и) с, а6 45 > } К (8) е°(9—и) 5, 46 4с, так как 


в (6) <0, и=0 на O\F но=0во. | | 
Таким образом, для доказательства (8.13) достаточно показать, что 


\ сга4 и ога 5, (о — и) 40 40 —>0 при noo. (8.14) 
Г - ep es 
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Для достаточно больших п имеем grad, = grad &,-+ grad n,. Рассмот- 
рим сначала вклад от &,: 


| {grads grad Be (0 — и) di do | = 
D 


g ee eee 
SV who — uli cay Bee a» ( | |grad u tdo ао) № 0 


п<б—<п-! 


grad и grad &, (и — и) 40 do | < 


при п— со, так как | gradu | & L?(Q). 
Далее, для "„ имеем 


| a a dias Deed i 
D 


| grad и grad n, (v — и) dé do | <— 
$10 {0- 201101 + 16— ооо! <1/п} 


1/2 
<C | Я — f [оо (@) п | grad No [.оо (2) + ( | gradu|*dé sf — 
191-16 — ооо |< Ия | 


—0 при n-oo, 


опять из-за того, что | gradu| = L?(Q). Это доказывает (8.14) и за- 
вершает доказательство теоремы. № 


В соответствии с нашей обычной линией мы теперь можем рас- 
смотреть вариационное неравенство (8.13), которое может быть сфор- 
мулировано, если известны параметры Q, o,,, Н и В (8). Из них Н 
и ^ (0) являются функциями профиля F, a o, =— 1054, задано. 
Множество &=(9в, 04)х(т, со) зависит от # через дли бви от 
m<min/ (6). Напомним, что 


[(8) =— log |9] 2 — log (max | q|) > — oo, (8.15) 
+ 


потому что скорость жидкости ограничена в С и, в частности, вдоль 
профиля OF. Аккуратная оценка для т может оказаться полезной 
при вычислении решения. 

Вариационное неравенство (8.13) можно разрешить и получить 
искомое решение задачи 7.1. Для этого достаточно заметить, что 
форма Дирихле а(и, 0) = \ [изу -- uot] d8do коэрцитивна на Hj (©). 

Q 

В заключение отметим, что оценка для max|q|, встречающегося 

в (8.15), может быть найдена a priori. 


Теорема 8.7. Пусть r= max |R(6)|>0. Тогда max|q|< 
03 <0<0y 95° 


—<90.,е—°°, где в, < 0 — единственное решение уравнения (1-- 0) `° = 
= 1 — (Н/’). 


Доказательство этой теоремы мы оставляем читателю. 
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9. ИЗГИБАНИЕ СВОБОДНО ОПИРАЮЩЕЙСЯ БАЛКИ 


С малыми изгибаниями жесткой балки, лежащей на заданном 
препятствии, связано вариационное неравенство высшего порядка. 
Мы исследуем эту задачу, ограничиваясь случаем одномерной балки. 
Задано a, O<a<oo, положим ® =(— а, a) Е Ё!, и пусть 4 — глад- 
кая функция на Q, причем 


тах р >0 и 4ф<0 на OQ. (9.1) 
ae 


Пусть У = А? (Q) [] Hh (2), и положим 
К={еУ|9>ф в Qh. (9.2) 
Очевидно, К — выпуклое замкнутое подмножество У. 
Определим билинейную форму 
а (0, в) = Sv" (1 и" (04, о, weV. (9.3) 
о 
Легко проверить, что а(у, в) коэрцитивна на У. Норма на У за- 
дается выражением |9” [12 (НН |9” [12 (©), поэтому для проверки козэр- 
цитивности достаточно доказать неравенство 
о зо) = Со”, VE, 

с некоторым С>0. Действительно, если ЕТУ, то veC! (0) И 
о (а) =0(—a)=%). Пусть уж @— точка, в которой и’ (у) =0. Тогда 


(ХР = | fo (Ш =2 | v’ (t) 0" (t) dt <2 | 0’ (t) || 0" (t) | de. 
у у —& 


Интегрируя по ® и применяя неравенство Шварца, получим, что 
|v" [я со) <= 4% [ 9” [ил (9). (9.4) 
Мы хотим изучить следующую задачу. 
Задача 9.1. Дано f GV’, найти 
иЕеК: а(и, 9-и) > 0—u) york kK. 
Теорема 9.2. Существует единвтвенное решение задачи 9.1. 
Доказательство состоит в непосредственном применении теоремы 2. 1 


_ гл, П. Заметим, что и = С"! 1? (0), так как © <= В*. Изучим некото- 
рые свойства решения. Для & eC, (2), C0, функция и-+-б ЕК, 
поэтому отображение &—а(и, 5) — (|, 0) является неотрицательной 
обобщенной функцией. В силу теоремы Шварца, существует такая 
мера и —>0, что 


а(и, = 9+ 1540, CeCy (Q), (9.5) 


о 


и, кроме Toro, suppp <= {& [и (#) =ф()}._ 
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Из этого представления мы выведем некоторые свойства гладко- 
сти и. Например, справедлива 


Теорема 9.3. Пусть и — решение задачи 9.1 с |=0. Тогда (43/48) и— 
функция ограниченной вариации и (4/АР?) и непрерывна в Q. 


Для доказательства отметим, что, в силу (9.5), обобщенная функ- 
ция (d4/dt4)u=dyu, где и —=0. Следовательно, можно найти такую 
растущую функцию т (1), что (43/48) и=т (И = в ((0, 1) --с. Утвер- 
ждение доказано. Въедливый читатель заметит, что функция и” лип- 
шицева в QQ. 

Обратим теперь наше внимание на способ получения свойств 
гладкости посредством штрафа. При построении соответствующих 
аппроксимаций будет использовано само и. Определим и. ({) как ре- 
шение задачи второго порядка 


и—гиг=и в YQ, и, (@@=и, (—9)=0, (9.6) 
где и — решение задачи 9.1. 
Лемма 9.4. Пусть и. — решение задачи (9.6). Тогда иг = КП H4(Q) 
и ие (4) =U, (—a) =0. 
Доказательство. Так как ие H? (62), то и, == Н* (6). В частно- 


сти, и, Е С3 (0). В точке хео, где и, (х) = шши, (1), иг (х) = 0, 
поэтому 


ta (x) — (x) =u (x) — фе (и — (2) SO. 
Следовательно, и, © К. № 


Лемма 9.5. Предположим, что f © Н-! (9) и функция иг опреде-_ 
лена с помощью (9.6). Тогда существует такая константа С > 0, 
что | ие [нз (о) < С] (о) для 0 <= 1. 


_ Доказательство. Запишем | в виде [= рю — (d/dt) fi, fo, fr & L? (0). 


Тогда 
а(и, v—u)>(f, o—u) = \[fo(v—u) +h о-и) © 


о 
или, в силу леммы Минти (лемма 1.5 гл. П]), 
a(v, = и) > \[fo(o—u)+h(v—u)']dt york. 
Q 
Выбрав U=U,, получим о —и==еиг, и поэтому 


а(иг, иг) > \[fowe + five’ dt. 
Q 


Так как иг (a)=uzg(—a)=0, то, интегрируя по частям в первом 


члене, получим, что а (иг, Us) = — (м dt. Поэтому 
Q 


| we" [22 (a2) <I fo [129 | Me In? (Q) +1 fr Ice (ay | He [2 (a) 


Комментарии и библиографические указания 995 


Ввиду того что иг е= Ну (42), можно воспользоваться леммой Пуанкаре, 
и, следовательно, | Ue [11 (2) < 4%| Ue |12(е). Поэтому 


| Ue [ша со) << 40 | fo [ла (у +] hi [Ш (о. 
Отсюда следует утверждение леммы, так как и. Е У. № 


В рассматриваемом одномерном случае приведенная ниже теорема 
имеет, по существу, то же содержание, что и теорема 9.3. Однако 
метод доказательства (леммы 9.4 и 9.5) может быть использован 
также и в высших размерностях. 


Теорема 9.6. Пусть и — решение задачи 9.1 с {= H*(Q). Тогда 
ие H3 (©) [| C? 1/2 (9). 


Доказательство. Нужно только показать, что иг —> и в некотором 
смысле. Действительно, в силу предыдущей леммы, | ие [11 (9) < С < со 
для O<e< 1, поэтому ввиду (9.6) 


| Ue —U|z2(Q:) < 8 us [1 (а) <#С-—*0 при 8-0. (9.2) 


Существует подпоследовательность, сходящаяся слабо в НЗ (Q) к He- 
которой функции, которая вследствие (9.7) должна совпадать с ци. 
Поэтому и = Н? (42). §j 


Комментарии и библиографические указания 


Проблема гидродинамической смазки обсуждалась О. Рейнольдсом в 1886 г. 
и А. Зоммерфельдом в 1904 г. Ее формулировка в виде вариационного неравен* 
ства предложена Чиматти [1]. 

Асимптотика из теоремы 2.5 также появилась в этой работе, а аналогичные 
разложения на асимптотические ряды установлены Каприцем и Чиматти [1]. 

По задаче фильтрации имеется обширная литература, появившаяся как до, 
так и после возникновения вариационных неравенств. Интересная идея решения 
задачи фильтрации предложена Ренато Каччиополи (см. статью К. Миранды [1]). 
Преобразование (3.7) ввел Байокки [1]. Это стимулировало большое количество 
исследований по данному предмету. Мы отсылаем читателя к работам Байокки [2, 4]. 
По поводу обобщений и дополнительной литературы имеется недавняя книга 
Байокки и Капело [1]. ha daar интервала фильтрации (A, ф (а)) с P(a)>h 
показано Фридманом и Йенсеном [1]. 

Многомерная задача из $5 иббыла сформулирована в работе Стампаккья [6]. 
Анализ свободной границы в этом случае проведен Кафарелли [1]. Доказатель- 
ство теоремы 6.7 является модификацией соответствующего доказательства из 
работы Альта [2]. 

Имеются другие методы исследования задачи фильтрации. Мы отсылаем чита- 
теля к работам Альта [1] и Брезиса, Киндерлерера и Стампаккья [1]. 

Общую библиографию о потоках жидкости можно найти в книге Берса [1]. 
Здесь мы следуем работе Брезиса и Стампаккья [2]. См. также работу Стам- 
паккья [8]. Хотя настоящий метод использует симметричность потока, он приме- 
ним также к сжимаемой жидкости (Брезис и Стампаккья [3]), к кавитации (Бре- 
зис и Дюво [1]) и к потоку в канале (Томарелли [1]). (См. упражнения.) 

Мы только чуть-чуть коснулись теории вариационных неравенств высокого 
порядка. В качестве примеров работ в этой обширной области упомянем работы 
Вилладжо [1, 2}; Фрезе [2], Кафарелли и Фридмана [1], Брезиса и Стампаккья [4] 
и Стампаккья [7]. 
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Среди приложений, не рассмотренных в книге из-за недостатка места, отме- 
тим задачу упругопластического кручения. Здесь выпуклое множество допусти- 
мых функций имеет вид К ={0еН! (6) | | чу | < 1 п. в. в 9}. Читатель может 
обратиться к работам Брезиса [2], Брезиса и Стампаккья [1], Кафарелли и 
Ривьере [4] и Тинга [1]. Мы кратко коснулись задачи об удержании (ограничен- 
ных конфигурациях) плазмы и ее ` формулировки в виде вариационной задач 1 
(см. гл. VI, $ 4 упр. 15). В дополнение к сделанным там ссылкам сошлемся на 
работу Берестыцкого и Брезиса [1]. Имеются вопросы в теории стационарного 
вихревого потока, которые приводят к аналогичным рассмотрениям; см. Френкель 
и Бергер [1]. 


Упражнения 

1. Пусть QC RY — область и фе С! (9) — препятствие, скажем шах p>0 и p<0 
Q | 

на 0%. Пусть K={v © H} (9) | о >= фв 9}. Рассмотрим вариационное неравенство 


ue K: \u,,—4), de> \ f (v—u) dx ywek, 
о" : Q 


где f = L©@ (©) —заданная функция. Покажите, что эта задача не обязательно 
эквивалентна следующей задаче со свободной границей: найти замкнутое подмно- 
жество [ < ©, такое что —Au=f B © /[, и=фв Гице С! (6). 

Рассмотрите одномерный случай. Когда эти две задачи эквивалентны? Как 
связана эта задача с задачей о смазке подшипника, рассмотренной в $ 2? 
2. Докажите теорему 2.5. [Указание. Сначала возьмите о=0 в (2.8), чтобы дока- 
зать, что | grad р, |2 (о) —< Се. Затем умножьте (2.13) на e?, положите U= pe/e GK 
и прибавьте результат к (2.8) с и=еро, р= ре.] 
3. Для решения задачи 2.1 покажите, что 


р 2) =0 при О=<2<Ь, <0 z)>0 при —b<z2<0, 


[Указание: (9/02) р подчиняется принципу максимума в QN/.] 2 

4. Пусть Mc RY — область, = SY! CR и, наконец, f — гладкая функция 

на М. Рассмотрите задачу: найти пару (©, и), @< М uu eC(Q), такую что 
— Au == f B Q, 


u=0, —=Ё.у на ОбОПМ. 


Введите новую неизвестную функцию и запишите задачу в виде «почти .вариа- 
ционного неравенства», что означает, что граничные условия элементов К остаются 
неопределенными. При каких дополнительных предположениях относительно и 
на ОМ[]0® эта задача может быть переписана как вариационное неравенство? 
Чтобы начать исследование, запишите задачу в слабой форме. 

5. Пусть и — решение вариационного неравенства (3.14), и предположим, что 
ф (а) > 1. Покажите, что w & H? © (R). 

6. Рассмотрите задачу 3.1 для плотины переменной пористости. Более того, пред- 


положите, что пьезометрический напор u(x, у) =С (9) удовлетворяет уравнению 


д 
S (e (xy И) Ux (x, M+ a, (F (x, y) uy (x, y))=0 в Q 


и граничным условиям задачи 3.1, где k(x, у) =е/ +84 >0в Rug’ (y) =0. 
при h=y<H. 
Введите новую неизвестную функцию W(x, у) как решение задачи Коши 
Шу == — е8 ЧФ (и—у) в ©, 
w ==0 на Г. 
(Бенчи [1]). 
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7. Докажите лемму 6.2. 

8. Докажите лемму 6.3. | 

9. (Пример из гидромеханики.) Предположим, что профиль в задаче 7.1 задается 
формулой P={z| jz|<1} и 9»=!1. Тогда конформное отображение } из тео- 
ремы 7.2 сводится к ] (2) =г. Вычислите Ф (2), 1 (2), У (2) и решение и (6, 0) ва- 
риационного неравенства, В частности, исследуйте особенность фр (6, 0) в точке 
6+io=io,=0. 


2 2 
10. Предположим, что профилем в задаче 7.1 является эллипс Paz = +5 <i} 


и 9..==1. Найдите решение задачи 7.1 в явном виде. 

11. Исследуйте стационарный поток сжимаемой жидкости около симметричного 
выпуклого профиля. В этом случае имеется заданная функция плотности о (x, и), 
такая что (ii’) а (09) =0, (ПГ) го 94=0 в С и выполнены также условия (i), 
(iv)—(vi) задачи 7.1. Предполагается, что © =й (|4|). Имеются потенциал ско- 
рости ф и функция тока {ф, удовлетворяющие соотношениям q=grad ф, 69: =\р, 
и 093 =— py (Брезис и Стампаккья [3] и Стампаккья [8]). 

12. Предположим в задаче 7.1, что жидкость обтекает тот же выпуклый профиль, 
расположенный в середине. канала. Найдите вариационное неравенство для этой 
задачи (Т. Томарелли [1)). | 

13. Изучите возможность кавитации в задаче 7,1 (Брезис и Дюво [1]). 

14. (Деталь доказательства теоремы 7.2.) Пусть [: 2==х ($)- 1 ($), O<s<l, — 
замкнутая дуга класса бе некоторым A>O0 во втором квадранте плоскости 
z=x-+iy с 2 (0) =0, и для малого = > 0 положим | 


U={z\y>y/(s); если х—< 0, иу> 0, если х>=0}1{2||2|<3}. 


Предположим, что p = С (0), причем | 
Ay = 0 В U; а 
pw=0 для г=+Ё и для 0=<2=.е. 


Тогда для некоторого № >0 имеем tp = Cl (ИП {2||2|<6}) для любого 6 < г. 
[Указание. Предположив, что касательная к L в точке z=0 образует с положи- 
тельным направлением оси х угол ©, 1/2 <@ж пл, рассмотрите отображение 


а gia (Брезис и Стампаккья [2]).] 

15, Докажите теорему 8.1. [Указание. Используйте принцип аргумента, т. е. 
индекс отображения 2- V (2) (Брезис и Стампаккья [2]).] 

16. Докажите теорему 8.7. [Указание. Положите 


h Gai ee (6 —0,.) + He~ °° —re—“°, = g SO +00 

0, 6<0,+5o, 

и докажите, что решение и (9, O) вариационного неравенства удовлетворяет усло- 
вию и=й. Следовательно, и=0О при O<0,+09, поэтому / (6), +0, 
в<8<8..] | | 

17. Решите задачу 9.1 для ИУ = {ое Я? (©) | v=v’ =0 на 0%}. 

18. Рассмотрите задачу 9.1 для размерности М> 1. Покажите, что решение и 
существует и что и = Н? (0). 

19. Предположим, что ‘в задаче 9.1 К = {9 = И? (9) ПН} (9) | |v’ (0 | =В}. Пока- 
жите, что решение существует и, более того, принадлежит Н\% $ (©). 

20. Опишите двойственное пространство У’ к пространству из задачи 9.1 и к ва- 
риантам этого пространства, приведенным выше. 

‚ 21. Пусть М> 1‹ Проведите формальный анализ задачи со свободной границей, 
соответствующей задаче 9.1, в духе гл, VI. Хотя уравнения имеют высший поря- 
док, они Могут быть записаны в виде системы уравнений второго порядка, когда 


а (и, v)= \ Au Av dx, 
О 
22. Пусть Г: у=ф(х), 0О<х< а, —свободная граница в задаче 3.1. Проверьте, 
что Ф(х) — аналитическая функция от x (сошлитесь на теорему 6.7). 
3 8» 
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ОДНОФАЗОВАЯ ЗАДАЧА СТЕФАНА 


1. ВВЕДЕНИЕ 


Однофазовая задача Стефана описывает? таяние куска льда (нуле- 
вой температуры), находящегося в области, заполненной водой. 
В общей задаче Стефана исследуются процессы изменения фазы 
в теплопроводящей среде, когда энергия, т. е. тепло, поглощается 
‘системой. Неизвестными при этом являются: (i) распределение тем- 
_ пературы воды как функция пространства и времени и (ii) свобод- 
ная граница соприкосновения воды и Льда. Чтобы найти распреде- 
ление температуры, необходимо решить уравнение теплопроводности 
в области, заполненной водой; поверхность соприкосновения опреде- 
ляется с помощью закона сохранения энергии. Мы ограничимся слу- 
‘чаем одной пространственной переменной. Это даст возможность 
узнать. многие характерные особенности проблемы, избежав многих 
технических сложностей. В наибольшей степени это относится к на- 
шим исследованиям свободной границы с помощью преобразования 
Лежандра. Пусть T>0 и 5% >0 заданы. Рассмотрим классическую 
задачу Стефана. 


Задача 1.1. Найти функиию © (х, t) и кривую Г: t=s (x), x>S, 
удовлетворяющие условиям 


— 0..0, =0 6 {(x, t)|s(x)<t<T}, 


a the 
о OO MS 


O(x, O)=h(x) Onn 0<х<&, 
9 (0, t)=g(t) для Otc T, 


где h(x) > 0 — начальная температура, & (1) = 0 — тепло, полученное 
в момент времени 1, и Е>0— удельная теплота плавления льда. 


Функция © (х, #) интерпретируется как температура воды в точ- 
ке х в момент времени &, а кривая Г задает поверхность раздела 
льда и воды. В момент времени ¢ вода занимает подмножество 
{x|s(x)<t}, причем предполагается, что $(х) =0 при Хх = 5. Отм 
тим, что O(x, И=шш 9 =0 для (x, } ЕГ, и поэтому 9, — 0 на Г. 
Следовательно, 

8’ (x) > 0, (1.1) 
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и, значит, кривая Г монотонна. Именно это свойство однофазовой 
задачи позволяет без труда свести ее к вариационному неравенству. 

Покажем, как это сделать. Пусть А >> 5% >0. В дальнейшем мы 
будем считать Ю зависящим от начального значения, ^ ит. д. По- 
ложим О ==(0, R)x(0, Т). Вариационное неравенство будет получено 
для функции u(x, №, определяемой соотношениями 


t 
u(x, t)= \ 9 (х, t)dt, s(x)<t<T, %<—х=— В, 
$ (x) | 
u(x, t)=0, Ox<t<s(x), s<x<R, (1.2) 
| | 
и (х, t) = 0 (x, t) dt, 0O<t(=<=T, 0=х=ж 9 
0 


Выведем дифференциальное уравнение для и, предполагая, что On 
$ — гладкие aca 


| 


( este, drs (Ole, зд 


$ (x) 


Ux (x, 1) 


| 


| 9,.(х, t)dt, s(x)<t<T, sS<x<R. 
$ (x) 
Точно так же 
| % | , 
Ux, (x, = \ 9,„„ (x, t)dt—s’ (x) 9, (x, $ (х)) = \ 9, (х, t)dt--k= 
s(x) $ (x) 


о =@9(х, N+R=u, (x, ПРЕ, s(x)<t<T, s<x<R. 
Аналогичным образом получаем равенство 


Ихх (Х, t) = u; (x, t)—h (x), ИГ, O< xX <5. 
Положим поэтому _ 


h(x), O<x<&, 
j= eee (1.3) 
p(t)=\g(t)dt, O<t<T, © (1.4) 
0 


где, напомним, kR>O, a си й—гладкие положительные функции 
соответственно на [0, Т] и на [0, so). Обозначив через К множество 
неотрицательных функций из L?(D), условия на и можно перепи- 
сать в форме альтернативы: 


(— Uy, + u,) (9 —и) = -—и)=0, иц>0 для ЕК 
или | 
(— ии) (0 —u)—]/(v—ujy=kv>S0, и=0 для ое К. 
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Такая запись условий при заданном Т>>0 приводит к следующему 
вариационному неравенству. | 


Задача 1.2. Найти функцию и = [? (0, Т; Н?(0, R)) ПК, такую 
что Ц ЕК, | 
RC ae С п. в. ля VEK, 
и=ф для OX<t<T, x=0, 
и=0 для О<Е=<Т, x=R, 
и=0О для t=0, 0<x<R. 


Здесь использовано обозначение L?(0, Т; Н?(0, R)) для про- 
странства функций и(х, #), удовлетворяющих неравенству 


TR 
К (м-р ui + wi.) dx dt < оо. 
0 


0 
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Найдем решение задачи 1.2 с помощью приближений с соответ- 
ствующей штрафной функцией. Штраф подберем так, чтобы доказа- 
тельства существования и гладкости решений были возможно проще. 
Для => 0 выберем В. (1) = С” (Ю) со свойствами 


Be(t)=0, если tbe, 
Be (t)>0 и В: (6—0, —co<t<e. 


Далее, построим последовательность fe (x) гладких функций на [0, К], 
которые равномерно ограничены и при =—>0 стремятся, убывая, 
к функции f[ (x), определенной равенством (1.3). Наконец, выберем 
n(x) = Со’ (В), такую что 


=] 


2 
{0 ДЛЯ 5S <X, 


о 
1 для O<x< 75%, 


и О—<1(х) =1, хеРЮ. Для заданных T>0 и e>0 рассмотрим 
смешанную краевую задачу. 


Задача 2.1. Найти функцию u(x, №, (x, 1) ЕО, такую что 


— Ux + ust ИВь (и) = fe в D, (2.2) 
l= en, i=0, Qa v= RF, 
u=yp+s, 0O<t<T, x=0, 
u=0, O<f<T, хД, ео 


где К > 0 — константа из задачи 1.1, а $ определено посредством (1.4). 
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`’Хорошо известно, что задача 2.1 допускает классическое решение 
и=иг; см. Фридман [2]. 


Лемма 2.2. Пусть и., е>0, — решение задачи 2.1 в О. Тогда 
существует во > 0, такое что 0 <(du,/dt) (x, ()}< K, где K>0O не 
зависит от в, (<= &. 


Доказательство. Продифференцируем (2.2) по Ёи применим прин- 
цип максимума. Для и =0ди./0{ получим 


— Wee + и, -- ЕВе (иг) м =0 в О, 
Ш = хх — РВё(Иг), t=0, 
let и Be (иг) (2.4) 
Ш = р 5.3 x= 0, 
w= 0, | = R, 
Так как В+ (иг) —=0 в D, то, в силу принципа максимума, 
min Gas и, >. <w (x, #1) < тах et Ww, у в О, (2.5) 
aD aD 


где 0,D — параболическая граница ДО, т. е. OD\ {(x, Г)|0<х< В}. 
Оценим сначала левую часть этого выражения. Учитывая, что. 


fef u О=—< и, (х, 0)=en(x)<e для О=х—< я, получим, что 
w(x, 0) = | (х) + ехх (х) = 
= h(x) + ens (x) > 0, 0O<x< im, 


для @€<&, где &9 достаточно мало, потому что h(x) положительна 
на [0, So). С другой стороны, 


w(x, 0) =fe (x) — В» (0) = (х)+ #0 для Е 
w(x, 0) =|ь (х) — ЕВ. (0) = Е—А=0 для %<х<Ю. 
‚Следовательно, w(x, 0) =0 для О0<х< К. На вертикальных сторо- 
нах границы 
ш (0, d=’ (=g(t)>0 для O<t<T, 
w(R, t)=0 _ для O<ct<T. 
Слгдовательно, min ee w, 0\=0. 
aD 
Рассмотрим теперь правую часть неравенства (2.5). Чтобы дожа- 
зать неравенство 
тах Ш, < шах (тах о, К!) =К 
05D 
где К: не зависит от г < во, нужно лишь заметить, что 


‘fe + хх — Be (Ue) | << sup | [+ | Е 2 sup | Nex | - А < К;. 
Теперь утверждение леммы следует из (2.5). 9 
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Лемма 2.3. Лусть uz, 0<в < г, — решение задачи 2.1. Тогда 
| Be (ше) [о (р) <—1 Ona 0<#<ь. 


Доказательство. Вследствие предыдущей леммы ди./0Ё-— 0 в О, 
поэтому, в силу (2.3), иг (х, t)=0 в О. Учитывая свойства В, из 
(2.1), получаем, что 


—1 <= В: (иг (x, 1) <0, если (x, NED. § 


Обратимся теперь к существованию и единственности решения 
вариационного неравенства. 


о Теорема 2.4. Существует единственное решение и задачи 1.2. 
При этом и, их, и их Е Г (О) и и= 0, ии=0вр. 
Пусть и, — решение задачи 2.1. Тогда при в—0 


иг—и слабов НЪР(РО) 1<р-<оо, 


и для каждого 1, Ox<t<To, 
иг—и слабов Н*Р(0, Ю), l<p<oo. 


Следовательно, иг > и равномерно нар и и,„-— и, равномерно в (0, R) 
для любого t = (0, Т). 


Доказательство. Ввиду предыдущих лемм решение uz, Oe < gp, 
задачи 2.1 удовлетворяет соотношениям 


[Мехх Iz (р) = [fe — Uer — ЕВ (Ue) lu (р) < 
<|feJ4+K+kR<C,, 0<e<e. 


Следовательно, Ue, (x, Г) — семейство функций, равномерно ограни- 
ченных по &, ибо, в силу леммы 2.2, и, равномерно ограничены. 
Поэтому 


[в Е, рр) =) Slee р dx dt - | | wex |? dx dt + | der |? dx dt <= С», 


D D D 


где С. не зависит OT €, Oe <p. Отсюда следует существование 

последовательности #’-—0 и функции ие Н"Р(О), |< р<оо, таких 

что | 
и. —и в НЬР(О) (2.6) 


и равномерно в D. В частности, и=0 и удовлетворяет граничным 
условиям задачи 1.2. 

Кроме того, для каждого фиксированного t, 0< < Т, некото- 
рая подпоследовательность последовательности иг, сходится слабо 
кив H*® 2 (0, Ю), 1<p<oo. Но и, —и равномерно в D, откуда 
следует, что вся последовательность и, —=и слабо в Н*?Р(О, Ю), 
0<{<Т. В частности, uy, = L™ (О). 

Для завершения доказательства того, что и является решением 
задачи 1.2, возьмем о = [^^ (р), удовлетворяющее неравенству 9 > 
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>65>0. Умножая (2.2) на о—и, и замечая, что В, (9) =0, если: 
e< 6, получим, что 


(— Usxx + Ugt) (9 — иг) — В [Ве (9) — Be (иг)] (9 — и) = (9—иг), вЖ<56. 


Интегрируя по хе [0, R] и учитывая, что [В (9) — Bz (иг)] (9 — иг) = 
—0, получим неравенство 


R R 
\ (— Uses + Ups) (9 — иг) ах = \ fe (о — и.) ах. 
0 0 
Взяв #0 и используя слабую сходимость, будем иметь 
В R 
| (— Wee + u)) (0 — и) dx SI f (v—u) dx. (2.7) 
0 | | 


С помощью замыкания устанавливается, что (2.7) справедливо 
для всех 9—0, ое [7 (0, Ю). Отсюда следует, что и — решение за- 
дачи 1.2. 

Легко видеть, что решение единственно в [7 (0, 7; Н?(0, R)). 
Отсюда следует, в частности, что вся последовательность иг сходится 
слабо кив Н'Р(О) ив Н?*,Р(0, R) для каждого t, O<t<T. Не- 
равенство и, > 0 вытекает из леммы 2.2. В 

Следствие 2.5. Пусть и — решение задачи 1.2 и 

Q(t) ={х = (0, Ю)|и(х, >01, 0О=<+5:Т. 
Тогда © (р = (Г) для tt’, t, Га, Т]. 

Доказательство. Это очевидно, так как и — липшицева функция 
и и, >0. a 

Покажем теперь, что заданные Т>0, Ю>>0 можно выбрать Tak, 
что и=0 в окрестности x=R. Отсюда следует существование сво- 


бодной границы. Сначала докажем теорему сравнения, аналогичную 
нашему слабому принципу максимума из гл. II. 


Лемма 2.6. Пусть [<{ и p<, au, й— решения задачи 1.2 
соответственно с f, p uf, b. Тогда ий в О. 

Доказательство. Пусть К* — множество неотрицательных функ- 
ций v из Н'(О), удовлетворяющих граничным условиям задачи 1.2 
(о (0, t)=). Тогда для v@K* справедлива интегральная форма 
задачи 1.2: = 

61 [2, (о — 0), 0, (о — @)] ах = \Г(о-—й) ах, ve K*. 
р р 


В этом выражении можно взять о = тах (и, a) = К*, так как p<. 
Следовательно, р 
\\ (4. (и — 2). -- @, (u— @)] dx dt = | f(u—a) dx dt. 
я А (2.8) 
A={(x, ах D>a tx, t)}. | 
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Далее, отметим, что — и. и, =} п. в. в А, так как на этом мно- 
жестве и> 4—0. Следовательно, для (= тах (и—й, 0), равной 
нулю Ha O,D, 


—S( [ube Ри] ах = — 4S fe dxdt. (2.9) 
D D 


Записывая (2.8) в терминах 5, будем иметь 


| [2,2 -- 06] dx dt =} Я dx dt. (2.10) 
ая (2.9) и (2.10) и опять используя определение 6, по- 
лучим _ 


—-Пава- Ти, ie wee ae 
D 0 | р 


Поэтому б=0 п. в. в О, т. е. шез А =0. 9 


Мы можем теперь построить точное решение задачи Стефана, 
которое используем для оценки сверху нашего решения и. Обозна- 
чим через Ny множество 


Nu={x||x|< М @- 1}, 
где М — положительная константа, которая будет определена ниже. 


Положим 0 (x, t) =F (xj(t+1)¥/?) и O(x, E) ane — ML?) у, х=0, 
1—0, где 


F (2)=Cf ett dg—C’ 


с С, С’, удовлетворяющими соотношениям 


2 (С/М)е- ми = k, (2.11) 
F(M)=C § e-*/*dg—C’=0. = (2.12) 
М 


Легко видеть, что © (х, #) и кривая Г, определенная соотноше- 
нием Ф(х, И =0, являются решением классической задачи Стефана 
Е.С h (x) = F (x), 0<x<M и g(t)=F(0), О<{<Т. Следова- 
тельно, O определяет решение й задачи 1.2 с помощью (1.2). Отме- 
тим, что удельная теплота плавления К в случае 9, Ги в случае и 
одна и та же. 


Очевидно, что С = elt > со при М-—со, в то время как 
вм Г р 
7 {М —6*)/4 ce 
СА | е => 

М 


(n+ 1) (М: —п*)/4 < со 


59 
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ограничено при М-со. Следовательно, при достаточно больших М 
имеем f(x) —=й(х) и g(t) =8(0. 
Теперь, используя лемму 2.6, можно заключить, что du BD. 
Так как a(x, И =0 при х= М (Е- 1+2, To 
(да {0 <х—< М (+1, O<t<T. 
В итоге получаем 


Предложение 2.7. [10 заданному Т >> 0 можно найти такое К >0, 
что решение и задачи 1.2 равно нулю в окрестности х = К. 


Доказательство. Достаточно выбрать М, как выше, и R> 
>M(T+ 1:1. 9 


В дальнейшем всегда предполагается, что R выбрано столь боль- 
шим, Что выполнено утверждение предложения 2.7. Положим 


Q={(x, f)|u(x, t)>0}, 
Q(t)={x| (x, Е 0<-5Т, (2.13) 
| T=dQD. 

Теорема 2.8. Пусть и — решение задачи 1.2. Тогда Г, определен- 
ное в (2.13), допускает представление Г: x =o (1), O<t<T, где в — 
непрерывная возрастающая функция от t с %=0(0)<св( при 
t> 0. 


Доказательство. Покажем сначала, что ® (Ё) связно, откуда будет 
следовать, что о(Р) корректно определена. Интервал (0, 5) < Q (1) 
для любого 1, так как и, —0. Предположим, что (х1, х2) — компо- 
нента открытого множества © (1), не содержащая (0, 5). Тогда 
— Uy, (x, th =—k—u; (x, < 0 в (x1, 2), поэтому, согласно прин- 
ципу максимума, 


u(x, Й < шах (и (ж, 1), и (хз, 1)) =0, жж<хж< хо. 
Полученное противоречие доказывает связность @2 (1). 
Определим 
| o(t)=sup{x|xeQ(}, Omt<T, 
о (0) = Sp. 
Так как Q(t) Q(t’) для t<t’, то o—MOHOTOHHaA функция. Пред- 
положим теперь, что xX,=—o(t)< Ит о(Г) =х. для некоторого &, 
t’—>t 


i >i 
O<t<T. В этом случае прямоугольник 


9 = {(х, тж —в, t<t<T]aQ 
при малом e>0u | 
| сене: B. 20: 
u(x, t)=0 для мЕ<х< хе. 
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В силу результатов о гладкости решений параболических уравнений, 
и — гладкая функция в @ и поэтому 


u(x, И=и,(х, О=их(х, И=0 для мех хе. 
Из этого уравнения находим, что и,(х, ф=— Е для м 8<х— 
<«х.—е, следовательно, и’(х, т) < 0 в окрестности из @ точки 


(5 (x1 + x2), i), Это противоречит утверждению нашей теоремы суще- 


ствования, т. е. теоремы 2.4. Таким же образом можно показать, 
что о (РГ) непрерывна при стремлении к [Е снизу. 

Наконец, покажем, что о (Г) >So при #>0. Допустим противное, 
т. е. что о (№) =5 для некоторого fy >0. В силу монотонности од, 
д (1) =5 для О—{1=< 4. Рассмотрим прямоугольник 


9 = {(х, | 5—2<х< я, 0<t<h} CQ 


при малом e>0 H 3aMeTHM, 4TO 
—Usytuy=f=h>od в Q, 
u= 0 для xX=S, Oct<tlo, 
u> 0 длЯ xX=Sos—e, 0<#1<%. 


Так как и, непрерывна в D и и достигает минимума при х=9%, TO 
их (5%, р =0 для Oxt<fy. (2.14) 
Рассмотрим решение u(x, ¢) задачи Дирихле 


— Uy, + И = B Q, 
v=0 на 0,Q, 


где 9,0 — параболическая граница Q. Так kak =0, tov = по =0 
д.9 


в Q. Следовательно, согласно принципу максимума Хопфа — Фрид: 
мана, 


0. (, th<0, 0<#<&. . (2.15) 


_ С другой стороны, u—v является решением уравнения тепло- 
проводности в Qc u—v=>0 на O,Q. Следовательно, так как и от- 
лично от 9, то (и— 9), (5%, Г) <0, потому что u—v достигает здесь 
своего минимума. Комбинируя это неравенство с (2.14) и (2.15), 
получим требуемое противоречие: 


0 =, (So, t) <, (So, р < 0, 0—<#=<%. й 


Полезно отметить, что Г — липшицева кривая в координатах, по- 
лученных из (x, 2) поворо том на л/4. Следовательно, для функции 
се H!(Q) определено сужение на Г из [2 (Г). 
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3. СВОЙСТВА ГЛАДКОСТИ РЕШЕНИЯ 


° Для изучения свободной границы Г в задаче Стефана полезно 
знать, являются ли функции Uy, (xX, Г) и из (х, Г) непрерывными 
в О в окрестности Г. Этот факт устанавливается в два этапа. Сна- 
чала методом штрафа доказывается включение и, Е Н*(О [| {{=%>0}. 
Затем применяется слабый принцип максимума и метод Бернштейна 
_ для доказательства липшицевости функции и, в ® около Г. 


Лемма 3.1. Пусть uz, O<e<&, — решение задачи 2.1. Тогда 


ди 
[28 


oe 


(х, i)|<C для O<x<5,/6, O<t<T, 


(x, i))<C для OX x<s5,/6, O<t<T, 


где C>0 не зависит от ве, (<=. 


Доказательство. Из начального условия (2.2) получаем, что 
иг(х, 0) = при О—<х=< 5/3, Поэтому, так как иг, (х, Г) =0 в О, 


иг (х, йе при О—=х=— 5/3, 0—1 Т. 


Следовательно, В, (и, (х, f))=0 при 0О—<х=< 95/3, О—1<Т и и 
является решением уравнения 


— Иехх-- И = р 0<х<95/3, О<-Т. 


Утверждение теперь следует из стандартной теории Шаудера для 
уравнения теплопроводности (Фридман [2]. № 


Лемма 3.2. Пусть uz, О<&< а, — решение задачи 2.1. Тогда 


\ \ И ел (x, t)?dxdt<C, 
р 


где C>0 не зависит от =, 90<#=—< а. 


Доказательство. До конца доказательства положим и = иг, В = Ва 
и W=U,. Дифференцируя уравнение (2.2) no Ё и умножая на Ww, 
получим, что 
| = WWy, + wu;+ ЕВ’ (и) и =0 в ШП. 


Интегрируя это равенство на (0, Ю) при фиксированном #, O<t<T, 
будем иметь 


R R R 
~ | wurde tog | ordre | ды 0 (3.1) 
| 0 
Проинтегрируем первый член по частям. Тогда 
К 


—\ ww, ах = их dx + w (0, t) wy (0, t)—w(R, t)w,(R, i= 


w,dx+w(0, t)w, (0, 2), 


ae в. 


238 VIII. Однофазовая задача Стефана 
так как ш(Ю, И=и,(Ю, И =0. В силу предыдущей леммы, 
| (0, д ш, (0, 1) | < |+ (2) ем (0, #) | < const = Cj. 


Поэтому, вспоминая, что В’ (и) =0, получим из (3.1), что 
R R 
(wiart 55 | шах <= С). 
0 | 0 


Интегрируя это неравенство на (0, 7), найдем, что 
тв 


R 
| Роза | we, RY —w (x, 0] ах < С.Т. 
0 0 0 


Согласно лемме 2.2, |w(x, t)|<K, где К не зависит от в, следо- 
вательно, - 


К 
0 


>— | 


Лемма 3.3. Пусть иг, O<e<&, — решение задачи 2.1. Тогда 
при 0<oxt<T 


R р в 
| Uext (x, 2? dx +- | \ Ustt (x, т)? dx =“, 
0 0 


где C>0—koncmanma, не зависящая от в, О <= а. 


Эта лемма чуть посложнее. По сути дела она приводит к крите- 
рию интегрируемости решения и, о котором упоминалось в начале 
ра Между прочим, мы используем здесь предположение, что 
Be (ft) <0. | 

Доказательство. Как и раныше, положим и= иг, В= Виш =и,.. 
Дифференцируя уравнение (2.2) по? и умножая на @, получим, 
что | 
— ши, Wi + ЕВ’ (и) ww =0 В О, 


а после интегрирования на (0, Ю) будем иметь 
во о в. R | 
— w,,w,dx+\ widx+k\ B’ (и) ww, dx =0. (3.2) 
0 0 0 
Мы начинаем, как обычно, с первого члена: 


R R 
= \ хх АХ = \ WW xt dx + Wx (0, t) Wt (0, Г) Е 
0 0 


R 
£4 | widr+o, (0, 90.0, 0, O<t<T. 
0 
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Граничный член при х= А отсутствует, так как там & =, =0. При 
х=0, используя лемму 3.1 и наши предположения относительно 1, 
заключаем, что 


|ш; (0, Ко, (0, 8 |<, (0, В || By (0 |< С», 


где С, не зависит от e, 0<8 = в. Следовательно, в силу (3.2), 
р R — R | 5 | 
В | аа ве ТЕ wgurdr<c, (3.3) 
0 0 0 

Для оценки последнего члена запишем равенство 
R Г i R ь R 
| B’ (и) a 2 dx = | ap LB’ (и) w?] dx — \ В” (м) чз dx. 
0 0 


Так как w>0 (в этом месте мы существенно используем лемму 2.2) 


R | 
и, кроме того, В” (и) <0, то —\ В" (и) w8 dx 0. Поэтому 
| 0 


Г B’ (№) = S wide 4 Г В" (и) w* dx. 


Подставляя эту оценку в (3.3), получим, что 


R 


R 
5 _ \ [ws -+ ЕВ’ (и) w*] dx +- \ wi dx <Cy3. 
Интегрируя это неравенство Ha (т, #), где т<<ЁЬ получим оценку 


R t 
[w, (x, t)?-+- RB’ (и) w (x, t)?] dx-+2 \ widx ат’ < 


<2Ca(t—1) + [we (x, Р-НА (u) w (x, ту] ах 


Так как эта оценка выполнена для каждого т< TO мы можем 
проинтегрировать ее по т на интервале (0, о), где о <. В резуль- 
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тате получим, что 


R tR 
с \ Wy (х, t)*dx +20 \ | wedxdt< 
0 00 


К tR 
о | [wy (x, t+ AB’ (м) w(x, 1)*]dx+20 | шах ас = 
0 00 


Л 
> 
+ 


| (x, t)?-+- kw (x, T) р В (и (x, т) dxdt< 


Cae I 5 


| тв 
Wy (X, 1) dx de-+ Ke \ вм (x, t))dxdt< 
0 : 


А. 
5 
- 


| R 
W(x, т)? dx dt-+Kk\ [В (u(x, Т)) —В (u(x, 0))Jdx< 
0 


W(x, т) ах dt-+2RKR. 


IN 
C) 
io) 
+ 
>—ы 2—3 ==— а 


Chay CED > 


Здесь мы использовали тот факт, что В”’и ш неотрицательны, 
а также лемму 2.3. Ввиду леммы 3.2 лемма доказана. 


Теорема 3.4. Пусть u— решение задачи 1.2. Тогда существует 
такая константа С >>0, что для каждого в > 0 


R 
| мы rar-+ | exe 5)? акт< < для oct<T. 
0 0 


Доказательство. Утверждение немедленно следует из леммы 3.3 
в силу слабой сходимости иг, к и; в L?. В частности, заметим, что 


и; = Н*(О Г {(х, t)|to0}) для каждого в >> 0. 9 


Приступим к следующей части нашей программы: доказательству 
липшицевой непрерывности и, около Г. 


Лемма 3.5. Пусть и — решение задачи 1.2, а Г — соответствую- 
_ wasn ему свободная граница. Тогда для (хо, to) Е Г существует такая 
окрестность Ц точки (хо, to), что и, (х, р <0 в UNQ. 


Доказательство. Это утверждение элементарно. В силу теоремы 2.8, 
существует окрестность И точки (Xo, fo) = Г, такая что И C {(х, t)|x> 
>> so, Ё>> 0}. Следовательно, f(x) =— Ав Ии 


Ихх (x, В = и (х, ЕЕ >0 в UA. 


| (0) 
Поэтому их (x, t)=— их» (Ys tydy<0 BUN 0. 9 
| ; | 
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Лемма 3.6. Пусть Г — свободная граница, соответствующая реше- 
нию и задачи 1.2, ид = {(х, t)||x—x|<e, О<%-—1< 6} Ona задан- 
ных (Xo, fo) ЕГи = >0, 6>0. Предположим, что w, 9 = H1 (Qf XQ), 
причем 

— Wy, +O; >0 6 Qn, 


— O,,+0;=0 в QN 2, 
w>0 на 0,(QN 2), 


где 0,(QN eo to) ||x —x0|<<e}—napaboruueckaa гра- 
ница ‘множества Qf) 2. Тогда 


w>0 в ОПО. 


Доказательство этого принципа максимума аналогично доказа- 
тельству слабого принципа максимума из гл. П. Мы оставляем его 
в качестве упражнения. | 


Лемма 3.7. /Тусть и — решение задачи 1.2 и Г- ее свободная гра- 
ница. Тогда для каждой точки (хо, to) ET c к =6>0 


0 = и, (х, to) < си (x — Xo)? —Coxuy(x, t) для (x, t) EQNQ, 


где Cy, Cy и в — положительные константы, не зависящие от (хо, to) Е Г, 
п —=6>0, a Q={(x, t)||x—xo|<e и 1-& <]. 


Доказательство. Подытожим сначала наши знания об и,. Мы 
знаем, что, в силу теоремы 3.4, существует такая окрестность Q= 
={(x, t)||x—xo|<e, |f—to|<e}, что и, Е ВН! (0). Так как кривая Г 
липшицева, то и, имеет след и, (в (1), t) на ГПО. Чтобы увидеть, что 
этот след равен нулю, заметим просто, что и, (x, # = lim и (х-Ны, 1) 

и 


в Н!(0) и что ии=0 в QL ®. Так как оператор следа является не- 
прерывным отображением из Н* (Q) в L? (ГПО), то Тгг и, =0. 
Заметим также, что 


— ии =0 в QQ. (3.4) 
Положим 
w(x, t) = C(x — хо} —Coxu, (x, К, (x, ft) EQN Q, 
и выберем с! >0 настолько большим, что C1 (х — хо)? = и, (x, t) для 


(x, ред, (919). Это, очевидно, возможно, так как и,=0 на Г. 
Выберем теперь с› > 0 настолько большим, чтобы 


— Wey + W, = —20, + 20,U,, > — 2c, + 2kc, > О в ОП о. (3.5) 


Согласно лемме 3.5, и, (х, 1) <Ов QQ Q go соответствующем Q, 
поэтому ш—>и, Ha O,(Q/\ 2). В силу (3.4), (3.5), мы можем приме- 
нить принцип максимума из леммы 3.6, и, следовательно, 0 = и, (х, #) < 
<w(x, 1), (x, )) HQ. В 


В частности, из этой леммы следует, что и; непрерывна. 
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Теорема 3.8. Пусть ир— решение задачи 1.2, а Г- ее свободная 
граница. Тогда для каждой точки (хо, to) Е Г существует ` такая 
окрестность И этой точки, что и; е Н' ® (И). 


Доказательство. Достаточно доказать, что и, & Н\, ® (И [| 2). Выбе- 
рем О, как в предыдущих леммах; тогда выполняется заключение 
леммы 3.7. Положим © =и,. Применим здесь метод С. Бернштейна, 
но не к функции ©, чья гладкость на Г неизвестна, а к ее аппрок- 
симациям (Бернштейн [1]). 


Пусть a (6) = Со (R) — сглаживатель. Положим. 
си (Е) = (1/1) а (8/1) для O<h<l, 


R 
9, (х, t) =| an (x oa 5) 9 [5 t) ag, (x, t) = Q, 


0 
| Q,={(x, |0 <х< в (0—1, O<t<T}. 
Отметим, что —©9,..- 9, =Ов 2,0 Q u 
0<O,(x, t)<sup®@ в 9,00. (3.6) 
'Выведем теперь из оценки леммы 3.7’ оценку для O,, на ГП О. Заме- 


тим сначала, что, когда (x, t) = 0®,[] 9, существует такое у, что 
|x—y|=h u (у, д еГ. Поэтому, в силу леммы 3.7, 


O< sup O€, t)=<x sup 9(&1= 
|x—&|<h ly—8|<2h 


< sup {q(y—§)?—cobug (6, t)}<cyh, © 
ly—§&|<2h 


так как и, (x, Г) — липшицева функция по x. Итак, мы установили, 

что — | 

0=—= op 9 (&, t)<ch для (x, еде, ПО. (3.7) 
|х—&1<й | 


Для любой точки (x, t) = 0®,[] О ввиду (3.7) имеем 
| 9х (х, |< \ |9 (х—0 10 (Е, NdE< 


|х— 1 <й 


< эф 0,5 | [ane (х— 9 |dE< 


<h |x—E| <A 
| | 
+. up 06) | ме. (3.8) 
|х —&| <® | 


In|<1 


Выберем теперь функцию бе Cy (0), O<OS<1, C=1 около (xo, fo), 
и положим | | 


W=W,= FO + и@р (х, д SQM. 
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Применяя к W оператор теплопроводности, получим, что 


— Aw +w= rai |201, + 400 xOnxOnxx + Ohx [(oCx) x == С, ЕЕ и]} = 
<—2{(1 —=) 20%,, + 9%, [M+ (55,),; —&-— (4/=) ]} <0 
(3.9) 
для и —=0, зависящих только от 6. Следовательно, в силу принципа 
максимума, а также (3.8) и (3.6), 


w (x, Ss. mee w< c+ p (sup 9)?. 
9 (2 nN) 


Рассматривая это неравенство в окрестности И точки’ (Xo, fo), 
C=1, и переходя к пределу при h-O, получим, что 


| Ure (Х, t)|}<const в Q“QYQU. 


В частности, отсюда следует, что и, — липшицева функция по р, 
поэтому, применяя оценку леммы 3.7, легко вывести, что | 


0=— и, (х, t)<const V (x — x)? — (ЕВ, 


когда (хо, fo) ЕГ, a (x, Е ИГО. Для завершения доказательства 
теоремы нужно ввести осреднение ЧФ, функции и, по переменной ft 
и рассмотреть дифференциальное неравенство, аналогичное (3.9), для 
функции г=г, = 562}, | иФ},. Восполнение деталей рассуждений 
предоставляется читателю. § | 


Закончим этот параграф следующей теоремой. 

Теорема 3.9. Пусть и— решение задачи 1.2, а Г-— ее свободная 
граница. Тогда для каждой точки (хо, to) Е Г существует такая 
окрестность И этой точки, что их, Ux ЕС (QQ UV). 

Доказательство. Выберем И, как в предыдущей теореме. Так 
как и„к=ш-Н для (x, И Е ОГ, то Uy, не только непрерывная, 
но и липшицева ‚функция в (ПО. Дифференцируя по Ё, получим, 
ЧТО Их = Uy © LY (0 ПО), и поэтому 

| М (X, t) — из (х' , |<] х—х’ F (x, t), (i t) = U ()Q, р 


с_константой С, не ‘зависящей от #. Более того, ux, будучи реше- 
нием уравнения теплопроводности в И [| 2, непрерывна в этой области. 
Наконец, пусть (x, ) +ГПИ и (x, t! ) = ОП Q. При заданном 
& > 0 справедлива оценка 
[Ме (Х, t) — из (х, Г) = | Ue (X, 1) — ty (X — 2, у ыы 
++ | ие (X — &, t) — и (x — в, 4 )I-+ | Use (x —8, Г ) — Use (х, t’ |= 
< 2Ce+| им (x—e, ft) —Uuy (x —8, Ё)|. | 


Следовательно, lim | из (х, t) — им (x, Ё)| < 2Св, что доказывает тео- 
#1 | | 


рему. № 
16* 
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4. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛЕЖАНДРА 


Применение преобразования Лежандра к краевой задаче со сво- 
бодной границей для и приводит к новой задаче с гладкой «свобод- 
ной» границей, однако с сильно нелинейным уравнением даже в про- 
стейшем случае. Пусть в этом параграфе и обозначает решение задачи 
1.2, а Г — ее свободную границу. Если (хо, fo) = Г — заданная точка, 


то пусть И— ее окрестность, такая что и, е= С*(О ПИ). Так как 
кривая Г липшицева, то легко проверить, что из включений U,,, 
Ux EC (Q ПИ) следует, что и, Е Ct (Q ПИ), и в действительности и, 
допускает С1-продолжение на всю окрестность U. 
Введем теперь преобразование 
te tet poaeay (4.1) 
t=1, 


Это отображение является отображением класса C1, причем 
O(E, t) _ (— Ихх (x, t) — Uys (X, у 


T(t, =\ 0 2) 


Так как Uy (Xo, fb) =k>O0, то отображение O(E, т)/д (х, Ё) обратимо 
в точке (Xo, fo), и поэтому (4.1) отображает окрестность, скажем 
ИППО, взаимно однозначно на область GC {(&, т)|&> 0}. Напомним 
здесь, что и, <0в © около Г. Кроме того, И ПГ: отображается на 
подмножество Х c {(&, t)|§ =O}, ввиду того что и, =0 на Г. _ 

Преобразованием Лежандра функции и является функция 

о (Е, t)=xE+u(xt), (1) eEGUZ, (x, )eEQNU. 
При этом 
du=xd&+€dx+u,dx+u;dt=xd&+u, dt, 

WIM U;=XxX HW U;=u;. В частности, на основании (4.2) 


Poe) Se ИЕ. 
Cee = OE — 009 = и’ 


Наша задача со свободной границей имеет вид 
— иИхх-Ни,=— ЕВ ПО, 
u=u,=0 на ГПО. 

В терминах 9 эта краевая задача записывается следующим образом: 

(1/9) +0; =—k в С, 

| v=0 на У. 

Новая задача (4.4) является параболической, потому что линеариза- 
ция L оператора, соответствующего этой задаче, имеет вид 


а | 
а ое + -%0 | =— 0-6 


(4.3) 


(4.4) 


==0 


Комментарии и библиографические указания 245 


таким образом, [, — параболический оператор с непрерывными коэф- 
фициентами. Из теории нелинейных параболических уравнений (Лады- 
женская и др. [1]) следует, что о= С” (4 »). Поэтому ГПИ: x= 
=» (0, т), где |<—т| мало, являзтся С”-параметризацией части Г. 
Итак, доказана 


Теорема 4.1. /Тусть и — решение задачи 1.2, а Г- ее свободная 
граница. Тогда Г -— кривая класса С”. 


Заметим, что, вообще говоря, Г не может быть аналитической. 


Комментарии и библиографические указания 


Классическая задача Стефана для произвольной размерности обсуждается 
в работе Фридмана [3]. Интерпретация однофазовой задачи в виде вариационного 
неравенства предложена в работе Дюво [1]. Дальнейшее развитие этого подхода 
и исследование свойств решения этого неравенства имеется в работе Фридмана и 
Киндерлерера [1]. Обсуждение ряда общих вопросов, касающихся свободной гра- 
ницы, читатель найдет в работах Киндерлерера и Ниренберга [2, 3]. Интересное 
доказательство бесконечной дифференцируемости Г (№М=1) предложено Шеффером 
[1]. Кроме того, в этом случае показано, что поверхность Г аналитична, если 
только подаваемое тепло задается аналитической функцией (Фридман [4]). 

Недавно Кафарелли и Фридман [2] показали, что температура в М-мерной 
однофазовой задаче непрерывна. 

По образцу задачи Стефана можно решать многие задачи, связанные с вариа- 
ционными и квазивариационными неравенствами параболического типа. К ним 
относятся, например, задачи о времени остановки, задачи оптимального и импульс- 
‚ ного управления. Мы отсылаем читателя, например, к работам Бенсуссана и 
Лионса [1] и Фридмана [5]. 
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